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1 Introduction

1.1 La conjecture de Serre classique

Dans la théorie classique des formes modulaires, nous disposons d'une forme cus-
pidale de poids 12 et niveau 1 :

∆ = (2π)12
∑
n≥0

τ(n)qn = (2π)12q
∏
n≥1

(1− qn)24 = g3
2 − 27g2

3,

avec q = e2iπz, g2 = 60
∑

(a,b) 6=(0,0)
1

(az+b)4
et g3 = 140

∑
(a,b)6=(0,0)

1
(az+b)6

. C'est une
fonction propre des opérateurs de Hecke, et sa fonction L est donnée par :

L(∆, s) = (2π)12
∑
n≥1

τ(n)n−s = (2π)12
∏
l

Ll(∆, s),

où l décrit l'ensemble des nombres premiers et les facteurs locaux sont donnés
par Ll(∆, s) = 1− τ(l)l−s + l11−2s. En 1969, dans l'article [Del69], Pierre Deligne
construit pour chaque premier p une représentation ρ : Gal(Q/Q)→ GL2(Zp) telle
que, pour tout premier l 6= p, ρ est non rami�ée en l et ρ(Frobl) (qui est bien dé�ni
à conjugaison près) a pour polynôme caractéristique χl(X) = X2 − τ(l)X + l11.
On remarque alors que Ll(∆, s) = l−2sχl(l

s) et il est donc possible de retrouver les
facteurs locaux de la fonction L en tous les premiers distincts de p à partir de ρ.
Deligne a ensuite généralisé cet exemple, en établissant le résultat suivant qui
permet d'associer à chaque forme cuspidale fonction propre des opérateurs de
Hecke une représentation semi-simple de GQ sur Fp de dimension 2 :

Théorème 1.1.1. (Théorème de Deligne)
Soit p un nombre premier et N un entier naturel. Fixons un idéal maximal de
Z au-dessus de p, ce qui fournit un morphisme ϕ : Z � Fp. Soit f =

∑
anq

n

une forme cuspidale sur Γ1(N) de poids k. On suppose que f est une forme propre
normalisée des opérateurs de Hecke. On note ε : (Z/NZ)∗ → C∗ le caractère associé
à f : pour chaque entier d, ε(d) est dé�ni par (cz + d)−kf

(
az+b
cz+d

)
= ε(d)f(z) pour

a, b, c entiers tels que ad − bc = 1. Il existe alors une représentation continue
semisimple ρf : GQ → GL2(Fp), unique à isomorphisme près, telle que :
(i) ρf est non rami�ée en dehors de pN ,
(ii) pour l premier ne divisant pas pN , Tr(ρf (Frobl)) = al et det(ρf (Frobl)) =
ε(l)lk−1,

où al et ε(l) sont vus dans Fp à l'aide de ϕ.

Remarque 1.1.2. La représentation du théorème précédent véri�e alors que det(ρf (σ)) =

ε(χ(σ))χ(σ)k−1 pour tout σ ∈ GQ. En e�et, posons ψ(σ) = ε(χ(σ))χ(σ)k−1

ρf (σ)
. D'après

le théorème, ψ(Frobl) = 1 si l - Np. Comme ψ est un caractère continu, il
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existe une extension �nie K de Q telle que ψ se factorise par Gal(K/Q). Pre-
nons σ ∈ Gal(K/Q). D'après le théorème de Cébotarev, il existe l - Np premier tel
que σ = Frobl. On en déduit que ψ(σ) = 1.

Nous avons ainsi associé des représentations galoisiennes en caractéristique p à
des formes modulaires. Il est alors naturel de se demander quelles représentations
galoisiennes peuvent être obtenues par ce procédé. C'est l'objet de la version faible
de la conjecture de Serre :

Théorème 1.1.3. (Conjecture de Serre - version faible)
Soit ρ une représentation continue, irréductible et impaire (c'est à dire det(ρ(c)) =
−1, où c est la conjugaison complexe). Alors ρ est modulaire, c'est-à dire il existe
une forme cuspidale normalisée f forme propre des opérateurs de Hecke telle que
ρ ∼= ρf .

C'est en 1987 que Jean-Pierre Serre publie l'article [Ser87] dans lequel il pré-
cise cette conjecture en proposant une méthode pour déterminer le niveau et le
poids d'une forme modulaire induisant la représentation ρ. Il dé�nit ainsi N(ρ)
le conducteur d'Artin de la représentation ρ. Plus précisément, �xons l 6= p
un nombre premier et après avoir choisi une extension à Q de la valuation l-
adique, considérons la suite des groupes de rami�cation GQ ⊇ G0 ⊇ G1 ⊇ ....

On pose alors n(l, ρ) =
∑∞

i=0
dim(V/V Gi )

[G0:Gi]
, et on dé�nit le conducteur d'Artin par :

N(ρ) =
∏

l 6=p premier l
n(l,ρ). C'est le niveau associé à ρ.

Serre introduit aussi un poids k(ρ) associé à la représentation ρ. La dé�nition de
ce poids est nettement plus compliquée que celle du niveau. En fait, k(ρ) ne dé-
pend que de la restriction de ρ au sous-groupe d'inertie Ip = Gal(Qp/Qnr

p ). Plus
précisément, nous devons distinguer plusieurs cas :

(A) ρ|Ip ∼=
(
ωa1

ωb1

)
, pour p− 2 ≥ a ≥ b ≥ 0 ;

(B) ρ|Ip ∼=
(
ωa1 ∗

ωb1

)
, pour 1 ≤ a ≤ p − 1, 0 ≤ b ≤ p − 2 et a 6= b + 1 et ρ|Ip

n'est pas somme directe de deux caractères ;

(C) ρ|Ip ∼=
(
ωa1 ∗

ωa−1
1

)
, pour 1 ≤ a ≤ p− 1 et ρ|Ip n'est pas semi-simple et est

peu rami�ée ;

(D) ρ|Ip ∼=
(
ωa1 ∗

ωa−1
1

)
, pour 1 ≤ a ≤ p− 1 et ρ|Ip n'est pas semi-simple et est

très rami�ée ;

(E) ρ|Ip ∼=
(
ωc1+pc2

2

ωc2+pc1
2

)
, pour p− 1 ≥ c1 > c2 ≥ 0 ;

où ω1, ω2 désignent les caractères fondamentaux de niveaux 1 et 2 respectivement.
Nous dé�nissons alors k(ρ) selon le cas où l'on est :
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(A) k(ρ) = a+ pb+ 1.
(B) k(ρ) = max(a, b) + pmin(a, b) + 1.
(C) k(ρ) = a+ p(a− 1) + 1.
(D) k(ρ) = a+ p(a− 1) + p.
(E) k(ρ) = c1 + pc2 + 1.
La conjecture forte de Serre s'écrit alors :

Théorème 1.1.4. (Conjecture de Serre - version forte)
Soit ρ une représentation continue, irréductible et impaire. Alors ρ provient d'une
forme cuspidale normalisée f forme propre des opérateurs de Hecke de poids k(ρ)
et de niveau N(ρ).

La conjecture de Serre a été prouvée en 2009 par Chandrashekhar Khare et Jean-
Pierre Wintenberger. Les conséquences de la conjecture sont spectaculaires. En
particulier, le dernier théorème de Fermat en découle. Nous rappelons ici briève-
ment l'idée.
Supposons qu'il existe des entiers a, b, c et un nombre premier p ≥ 5 tels que
ap+ bp+ cp = 0 avec abc 6= 0. On peut supposer que a, b, c sont premiers entre eux,
que b est pair et que a ≡ 3 mod 4. On considère alors la courbe elliptique dé�nie
par :

y2 = x(x− ap)(x+ bp). (E)

La p-torsion de la courbe elliptique E[p] fournit alors une représentation ρE : GQ →
GL2(Fp) continue, irréductible et impaire. De plus, on peut prouver que k(ρE) = 2
et que N(ρE) = 2. Par conséquent, d'après la conjecture de Serre, ρE provient
d'une forme cuspidale normalisée (non nulle) de poids 2 et de niveau 2. Mais de
telles formes modulaires n'existent pas, ce qui prouve que l'équation ap+bp+cp = 0
n'a pas de solutions avec a, b, c entiers non nuls et p premier supérieur ou égal à 5.
Dans ce mémoire, nous n'allons pas nous intéresser à des représentations de dimen-
sion 2, mais à des représentations de dimension 3. Nous allons étendre la notion de
représentation modulaire aux représentations de dimension 3, pour ensuite étudier
le problème du poids : si une représentation galoisienne est modulaire, pour quels
poids est-elle modulaire ? On ne s'intéresse donc ni au problème de la modularité
(déterminer si une représentation galoisienne est modulaire) ni au problème du
niveau (déterminer en quels niveaux une représentation modulaire est modulaire).
Nous suivons de près l'article [EGH] de Matthew Emerton, Toby Gee et Florian
Herzig.

1.2 Idées pour généraliser la conjecture

La conjecture de Serre que nous avons décrite concerne des représentations de GQ
de dimension 2. Nous voudrions la généraliser en dimension supérieure. Cependant,
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la notion de modularité d'une représentation que nous avons adoptée n'est pas
transposable, du moins pas sans un travail préalable.
Considérons le Qp-espace vectoriel V = Symk−2(Q2

p). Le groupe Γ1(N) agit sur V
linéairement et stabilise le réseau V0 = Symk−2(Z2

p). On a alors une suite exacte :

0→ V0 → V → V/V0 → 0.

La suite exacte de cohomologie non abélienne s'écrit donc :

(V/V0)Γ1(N) → H1(Γ1(N), V0)→ H1(Γ1(N), V )→ H1(Γ1(N), V/V0).

Notons H1(Γ1(N), V0)sstor le quotient de H1(Γ1(N), V0) par son sous-module de
torsion. Comme (V/V0)Γ1(N) et H1(Γ1(N), V/V0) sont de torsion, et comme il
est possible de prouver que H1(Γ1(N), V0) est un Zp-module de type �ni et que
H1(Γ1(N), V ) est un Qp-espace vectoriel de dimension �nie, nous déduisons que
H1(Γ1(N), V0)sstor ↪→ H1(Γ1(N), V ) est un réseau. D'autre part, nous disposons
de la suite exacte induite par la multiplication par p dans V0 :

0→ V0 → V0 → V0/pV0 → 0.

La suite exacte de cohomologie impose alors que

H1(Γ1(N), V0)/pH1(Γ1(N), V0) ↪→ H1(Γ1(N), V0/pV0).

Par conséquent,

H1(Γ1(N), V0/pV0)←↩ H1(Γ1(N), V0)⊗Zp Fp � H1(Γ1(N), V0)sstor ⊗Zp Fp,

et :

H1(Γ1(N), V0/pV0)⊗Fp Fp ←↩ H1(Γ1(N), V0)⊗Zp Fp � H1(Γ1(N), V0)sstor ⊗Zp Fp.

Soit maintenant f =
∑
akq

k une forme propre normalisée des opérateurs de Hecke,
de niveau N premier avec p. Notons T = Z[Tl, Sl : l - pN ] l'agèbre de Hecke et
soit m le noyau du caractère T → Fp correspondant aux valeurs propres de f .
L'isomorphisme d'Eichler-Shimura :

H1(Γ1(N), Symk−2(Qp
2
)) ∼=Mk(C)⊕ Sk(C)

est compatible avec l'action de l'algèbre de Hecke, et donc il existe un élément non
nul de H1(Γ1(N), V ⊗Qp) ∼= H1(Γ1(N), V )⊗Qp vecteur propre des opérateurs de
Hecke ayant les mêmes valeurs propres que f . CommeH1(Γ1(N), V0)sstor⊗Zp est un
réseau de H1(Γ1(N), V )⊗Qp, il existe aussi un élément non nul de H1(Γ1(N), V0)⊗
Zp vecteur propre des opérateurs de Hecke ayant les mêmes valeurs propres que f .
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Cela impose l'existence d'un élément non nul de H1(Γ1(N), V0)⊗Fp vecteur propre
des opérateurs de Hecke dont les valeurs propres sont les réductions de celles de f .
Donc (H1(Γ1(N), V0)⊗ Fp)m 6= 0. La localisation étant un foncteur exact, on a :

(H1(Γ1(N), V0/pV0)⊗FpFp)m ←↩ (H1(Γ1(N), V0)⊗ZpFp)m � (H1(Γ1(N), V0)sstor⊗ZpFp)m 6= 0,

d'où (H1(Γ1(N), Symk−2(Fp
2
)))m ∼= (H1(Γ1(N), V0/pV0)⊗Fp Fp)m 6= 0.

Maintenant, on voit que Symk−2(Fp
2
) est un GL2(Fp)-module. Considérons une

�ltration maximale de GL2(Fp)-sous-modules : 0 = V (0) ( V (1) ( ... ( V (r) =

Symk−2(Fp
2
). Comme les suites

H1(Γ1(N), V (i))m → H1(Γ1(N), V (i+1))m → H1(Γ1(N), V (i+1)/V (i))m

sont exactes, il existe i tel que H1(Γ1(N), V (i+1)/V (i))m 6= 0.
Par conséquent, nous avons prouvé qu'il existe une représentation irréductible F
de GL2(Fp) sur Fp telle que H1(Γ1(N), F )m 6= 0.

Cela nous permet de généraliser les dé�nitions de poids de Serre et de modularité.
Pour l - pN , notons al = Tr(ρ(Frobl)), et bl = l−1det(ρ(Frobl)) et considérons
le morphisme T → Fp qui à Tl associe al et qui à Sl associe bl. Notons aussi m
le noyau de ce morphisme : c'est un idéal maximal de l'algèbre de Hecke. Nous
pouvons alors associer à ρ certains poids de Serre de la manière suivante :

Dé�nition 1.2.1. (Poids de Serre et modularité)
(i) On appelle poids de Serre toute représentation irréductible de GL2(Fp) sur
Fp.

(ii) On appelle W (ρ) l'ensemble de poids de Serre V tels que H1(Γ1(N), V )m 6= 0.
(iii) Si V est un poids de Serre, on dit que ρ est modulaire de poids V si V ∈
W (ρ).

Pour mettre en évidence le lien entre k(ρ) etW (ρ), il convient d'abord de classi�er
les poids de Serre :

Théorème 1.2.2. (Inventaire des poids de Serre)
Il y a exactement p(p−1) poids de Serre distincts (à isomorphisme près), qui sont
donnés par F (a, b) = Syma−b(Fp

2
)⊗ deta avec 0 ≤ a− b ≤ p− 1 et 0 ≤ b < p− 1.

On dispose alors d'un dictionnaire entre k(ρ) et W (ρ) :

k(ρ) = min{k > 1 | JH(Symk−2(Fp
2
)) ∩W (ρ) 6= ∅}

W (ρ) = {F (a, b) | 0 ≤ a, b,≤ p− 1, a− b− k(ρ⊗ ω−b1 ) ∈ {2, p+ 1}}.
Par conséquent, l'approche par les formes modulaires classiques et cette deuxième
approche où l'espace des formes modulaires est H1(Γ1(N), F ) sont équivalentes. La
deuxième approche est alors généralisable pour des représentations de dimension
supérieure.
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1.3 Notations

Nous donnons ici une liste de notations que nous utiliserons dans la suite sans
rappeler ce qu'elles désignent :
• Dans tout le mémoire, p désigne un nombre premier �xé.
• Pour un corps K quelconque, GK désigne toujours le groupe de Galois absolu
de K.
• Dans tout le mémoire, on suppose avoir �xé une clôture algébrique Qp de Qp,
ainsi qu'un isomorphisme Υ : Qp → C. On note Zp l'anneau des entiers de Qp.
On note aussi Ip ou IQp le sous-groupe d'inertie de GQp et It le sous-groupe de
rami�cation sauvage.
• On dit qu'un corps K est p-adique si c'est un corps de caractéristique 0 complet
pour une valuation discrète à corps résiduel parfait de caractéristique p. Pour K
un corps p-adique, on note Knr l'extension maximale non rami�ée de K et Kmr

l'extension maximale modérément rami�ée. De plus, IK désigne le sous-groupe
d'inertie de GK .
• Lorsque K est une extension algébrique de Qp, K est toujours considéré comme
inclus dans Qp. On note WK son groupe de Weil et ArtK : K× → WK l'isomor-
phisme provenant de la théorie du corps de classes locale et envoyant l'inverse
du Frobenius (arithmétique) sur une uniformisante.
• Pour d ∈ N∗, on note ωd un caractère fondamental Ip → Fp de niveau d, et ω̃d
son relèvement de Teichmüller.
• On note Q la clôture algébrique de Q dans Qp. Toutes les extensions algébriques
de Q sont considérées comme contenues dans Q. Si K est une telle extension et
v est une place �nie de K, on note Frobv un Frobenius arithmétique associé à
la place v.
• Pour a ∈ Z, on note F (a) la représentation de F×p = GL1(Fp) sur Fp dé�nie par
F×p → Fp

×
, x 7→ xa. Pour (a, b) ∈ Z2 tels que 0 ≤ a− b ≤ p− 1, on note F (a, b)

la représentation Syma−b(Fp)⊗ detb de GL2(Fp) sur Fp.
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2 Quelques rappels sur les groupes algébriques

Dans cette partie, nous rappelons quelques faits fondamentaux concernant les
groupes algébriques a�nes.

2.1 Groupes algébriques

Commençons par la dé�nition d'un groupe algébrique :

Dé�nition 2.1.1. (Groupe algébrique a�ne)
Soit k un anneau intègre. Un groupe algébrique a�ne sur k est un foncteur
G : k − Alg→ Ens muni d'une transformation naturelle m : G×G→ G tel que :
(i) pour toute k-algèbre R, m(R) munit G(R) d'une structure de groupe.
(ii) le foncteur G est représentable par une k-algèbre O(G) de type �ni.

Exemple 2.1.2. (i) Le foncteur GLn : R 7→ GLn(R), muni de la multiplication
des matrices, est un groupe algébrique a�ne sur k, représenté par

O(GLn) = k[Xij, Yij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n]/(
n∑
k=1

XikYkj−δij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n),

où δij vaut 1 si i = j et 0 sinon. On note Gm = GL1.
(ii) Le foncteur On : R 7→ GLn(R), muni de la multiplication des matrices, est un
groupe algébrique a�ne sur k, représenté par

O(On) = k[Xij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n]/(
n∑
k=1

XikXjk−δij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n).

(iii) Soit V un C-espace vectoriel de dimension �nie muni d'une forme hermi-
tienne B. Pour R une R-algèbre, on note UB(R) = {g ∈ GL(V ⊗RR) : ∀(u, v) ∈
(V ⊗C R)2, B(g(u), g(v)) = B(u, v)}. Le foncteur ainsi dé�ni UB est un groupe
algébrique a�ne sur R.

Remarque 2.1.3. (Comultiplication)
Soit (G,m) un groupe algébrique. On dispose d'un morphisme de groupes

Homk−Alg(O(G),O(G)⊗k O(G))2 → Homk−Alg(O(G),O(G)⊗k O(G)).

L'image de (x 7→ x⊗1, x 7→ 1⊗x) est un morphisme de O(G) dans O(G)⊗kO(G)
que l'on appelle comultiplication et que l'on note ∆.

Comme d'habitude, lorsqu'on introduit des objets, il convient de dé�nir des mor-
phismes entre ces objets :
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Dé�nition 2.1.4. (Morphismes de groupes algébriques)
Un morphisme de groupes algébriques u : G → G′ est une transformation
naturelle de G vers G′ telle que, pour toute k-algèbre R, u(R) est un morphisme
de groupes.

Exemple 2.1.5. On dé�nit un morphisme de groupes algébriques det : GLn → Gm

en posant que det(R) soit le déterminant usuel des matrices.

Remarque 2.1.6. Soit f : G → G′ un morphisme de groupes algébriques. No-
tons ∆ et ∆′ les comultiplications respectives de G et G′. On dispose alors d'un
morphisme de groupes

Homk−Alg(O(G),O(G))→ Homk−Alg(O(G′),O(G)).

Notons f ∗ l'image de l'identité : c'est un morphisme de O(G′) dans O(G) qui
commute avec les comultiplications, c'est-à dire ∆ ◦ f ∗ = (f ∗ ⊗ f ∗) ◦∆′.
Réciproquement, si f ∗ : O(G′) → O(G) est un morphisme de k-algèbres qui com-
mute avec les comultiplications, alors ◦f ∗ : G → G′ est un morphisme de groupes
algébriques.
Par conséquent, se donner un morphisme de groupes algébriques revient à se don-
ner un morphisme de k-algèbres qui commute avec les comultiplications.

Dans la suite de cette partie, on dira groupe algébrique au lieu de groupe algébrique
a�ne et on supposera que k est un corps. À un groupe algébrique G est associé la
k-variété XG = Spec(O(G)), et alors G n'est autre que le foncteur des points de
XG.

2.2 Caractères et cocaractères

Dé�nition 2.2.1. (Caractères et cocaractères)
Soit G un groupe algébrique.
(i) Le groupe des caractères de G est, par dé�nition, le groupe des morphismes
de groupes algébriques de G dans Gm. On le note X∗(G).

(ii) Le groupe des cocaractères de G est, par dé�nition, le groupe des morphismes
de groupes algébriques de Gm dans G. On le note X∗(G).

Exemple 2.2.2. Soit Tn le sous-groupe de GLn des matrices diagonales. Dans
ce cas, O(Tn) = k[X1, ..., Xn, X

−1
1 , ..., X−1

n ] et la comultiplication est donnée par
∆(Xi) = Xi⊗Xi. Les caractères de Tn correspondent aux éléments de O(Tn) de la
forme Xa1

1 ...X
an
n , pour a1, ..., an ∈ Z. Donc les caractères de Tn sont de la forme

Tn(R)→ R×,


x1

x2

. . .
xn

 7→ xa11 ...x
an
n ,
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et X∗(Tn) ∼= Zn.
Les cocaractères de Tn sont de la forme :

R× → Tn(R), t 7→


ta1

ta2

. . .
tan

 ,

avec a1, ..., an ∈ Z, d'où X∗(Tn) ∼= Zn.

2.3 Groupes unitaires

Considérons F un corps de type CM et notons F+ le sous-corps totalement réel
maximal de F , de sorte que F/F+ est une extension quadratique imaginaire. No-
tons c l'élément non trivial de Gal(F/F+) (c'est la conjugaison complexe). Soit
V un F -espace vectoriel de dimension n �nie, muni d'une forme c-hermitienne
〈., .〉 : V × V → F non dégénérée, linéaire à gauche et semi-linéaire à droite.
On dé�nit alors un groupe algébrique G sur F+ de la manière suivante : pour
R une F+-algèbre, 〈., .〉 induit naturellement une forme c⊗ Id-hermitienne sur le
F ⊗F+ R-module V ⊗F+ R, et on pose alors :

G(R) = {g ∈ GLF⊗F+R(V ⊗F+ R) : ∀v, w ∈ V ⊗F+ R, 〈g(v), g(w)〉 = 〈v, w〉}.

En munissant G(R) de la composition des applications linéaires, G est un groupe
algébrique sur F+. On dit alors que G est un groupe unitaire. On peut aussi
dé�nir G dans le langage matriciel. En e�et, �xons une base de V et notons J ∈
Mn(F ) la matrice de 〈., .〉 dans cette base. Pour R une F+-algèbre,

G(R) = {g ∈ GLn(F ⊗F+ R) : (gt)Jg = J},

où gt désigne la transposée de g et g désigne (c⊗ Id)(g).
Soit maintenant R une F -algèbre et considérons l'isomorphisme

F ⊗F+ R→ R×R
λ⊗ r 7→ (λr, λr).

En identi�ant F ⊗F+ R et R×R par cet isomorphisme, on remarque que :

G(R) = {(g1, g2) ∈ GLn(R)×GLn(R) : (gt1, g
t
2)(J, J)(g2, g1) = (J, J)}

= {(g1, g2) ∈ GLn(R)×GLn(R) : (gt1)Jg2 = J} ∼= GLn(R).

Par conséquent, G est une forme de GLn : on a un isomorphisme de groupes
algébriques sur F :

ι : G×F+ F ∼= GL(V ).
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Soient maintenant w une place de F et v = w|F+ . Supposons v totalement décom-
posée dans F , et notons wc l'autre place de F au-dessus de v. Nous disposons de
deux isomorphismes ιw : G(Fw) → GLn(Fw) et ιwc : G(Fwc) → GLn(Fwc), ainsi
que de deux isomorphismes c : G(Fw) → G(Fwc) et c : GLn(Fw) → GLn(Fwc)
induits par c : Fw → Fwc par fonctorialité. On remarque alors que, pour g ∈
GL3(Fw), on a ιwc−1ι−1

wc c(g) = J−1(gt)−1J . Par conséquent, ι−1
w cιwcc

−1 est conju-
gué avec g 7→ (gt)−1.
Pour terminer, on dira que G est compact à l'in�ni si la forme c-hermitienne 〈., .〉
est dé�nie positive ou dé�nie négative sur V ⊗F+

v pour toute place v archimédienne
de F+.

3 Quelques rappels en théorie des représentations

Dans cette partie, nous rappelons un certain nombre de résultats en théorie des
representations, qui seront utiles par la suite. Dans les deux premières sections,
on s'intéresse aux représentations irréductibles du groupe linéaire d'un corps �ni
aussi bien en caractéristique 0 qu'en caractéristique p. Dans la troisième section, on
rappelle certains aspects de la théorie de Jantzen, pour donner les composantes de
Jordan-Hölder de certaines représentations en caractéristique p. Dans la quatrième
section, nous énonçons un isomorphisme qui sera utile pour dé�nir des algèbres de
Hecke. Finalement, dans la cinquième section, nous énonçons la correspondance
de Langlands locale.

3.1 Quelques tables de caractères

C'est en 1951 que Robert Steinberg construit les tables de caractères de GL3(Fq),
GL4(Fq), PGL3(Fq) et PGL4(Fq), pour q une puissance d'un nombre premier p
(voir [Ste51]). Dans cette section, nous suivons ses pas a�n de déterminer la table
de caractères de GL3(Fq) à valeurs dans Qp. Pour ce faire, nous avons besoin d'étu-
dier préalablement les représentations irréductibles de GL2(Fq).
Dans les parties qui suivent, on notera [.] : Fp → Qp les représentants de Teichmül-
ler.

3.1.1 Table des caractères de GL2(Fq)

Posons G = GL2(Fq), et notons α et β des éléments primitifs de Fq et Fq2 tels
que α = βq+1. On sait que le nombre de représentations irréductibles de G est
égal au nombre de classes de conjugaison de G. Voici donc la liste des classes de
conjugaison de GL2(Fq) :

Aa1 =

(
αa

αa

)
, Aa2 =

(
αa

1 αa

)
, Aa,b3 =

(
αa

αb

)
, Bc

1 =

(
βc

βcq

)
,
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où a, b décrivent Z/(q − 1)Z et sont distincts et c décrit (Z/(q2 − 1)Z)/(x ∼ qx)
avec q + 1 - c. On obtient donc :
Famille de classes Nombre de classes Nombre d'éléments de chaque classe

A1 q − 1 1
A2 q − 1 (q + 1)(q − 1)

A3
(q−1)(q−2)

2
q(q + 1)

B1
q(q−1)

2
q(q − 1)

Le groupe G agit sur l'espace projectif X = P1(Fq), d'où une représentation ρX
de G sur Qp[X] de dimension q + 1. Comme l'action de G sur X est doublement
transitive (c'est-à dire l'action est transitive et, pour tout élément x ∈ X, le stabi-
lisateur de x agit transitivement sur X−{x}), ρX se décompose en somme directe
1 ⊕ θX avec θX irréductible de dimension q. On obtient ainsi, par multiplication
par des puissances du déterminant, 2(q−1) représentations irréductibles distinctes
de G : les [.] ◦ detn (nous noterons leurs caractères θ(n)

1 ) et les θX · ([.] ◦ detn) (nous
noterons leurs caractères θ(n)

q ), pour 1 ≤ n ≤ q − 1.
Soit maintenant B le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de G. Pour
1 ≤ m,n ≤ q − 1, on dispose du caractère :(

x 0
∗ y

)
7→ [xmyn].

En induisant ce caractère dans le groupe G, on obtient une représentation de degré
q + 1 de G, qui est irréductible dès que m 6= n. Notons θ(m,n)

q+1 le caractère de cette

représentation lorsque m < n. On obtient alors (q−1)(q−2)
2

caractères de représenta-
tions irréductibles distinctes de G.
Considérons �nalement le sous-groupe cyclique engendré par une matrice M sem-
blable à B1

1 . On dispose du caractèreM 7→ [β]n (1 ≤ n ≤ q2−1). Notons ψ(n)
q(q−1) le

caractère de son induit à G. On véri�e alors que θ(q−1)
q θ

(q−1,n)
q+1 −θ(q−1,n)

q+1 −ψ(n)
q(q−1) est

le caractère d'une représentation irréductible de G de degré q − 1 lorsque n n'est
pas multiple de q+ 1. Notons θ(n)

q−1 le caractère ainsi obtenu. Il ne dépend que de la

classe de n modulo la relation n ∼ nq. Nous avons ainsi trouvé q(q−1)
2

nouveaux ca-
ractères de représentations irréductibles distinctes. Nous pouvons donc �nalement
construire la table de caractères de G :

θ
(n)
1 θ

(n)
q θ

(m,n)
q+1

1 ≤ n ≤ q − 1 1 ≤ n ≤ q − 1 1 ≤ m < n ≤ q − 1

A
(a)
1 [α]2na q[α]2na (q + 1)[α](m+n)a

A
(a)
2 [α]2na 0 [α](m+n)a

A
(a,b)
3 [α]n(a+b) [α]n(a+b) [α]ma+nb + [α]na+mb

B
(c)
1 [α]nc −[α]nc 0
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θ
(n)
q−1

1 ≤ n ≤ q2 − 1, q + 1 - n, n ∼ nq

A
(a)
1 (q − 1)[β]nc(q+1)

A
(a)
2 −[β]nc(q+1)

A
(a,b)
3 0

B
(c)
1 −[α]nc − [α]ncq

Les représentations dans la dernière famille ne sont pas induites à partir d'un sous-
groupe parabolique de GL2(Fq) et sont dites cuspidales. Il est en fait possible de
les paramétrer à l'aide de caractères de F×q2 . On dit qu'un caractère χ : F×q2 → Qp

×

est primitif s'il est injectif. On véri�e immédiatement que les caractères primitifs
sont donnés par des puissances du relèvement de Teichmüller, plus précisément
par les [.]n : F×q2 → Qp

×
pour 1 ≤ n ≤ q2 − 1 avec q + 1 - n. On dé�nit alors :

Dé�nition 3.1.1. (Représentations cuspidales)
Pour χ : F×q2 → Qp

×
un caractère primitif, si n est l'entier entre 1 et q2 − 1 non

multiple de q + 1 tel que χ = [.]n, on appelle R2(χ) la représentation θ(n)
q−1.

3.1.2 Table des caractères de GL3(Fq)

Posons G = GL3(Fq). Notons α, β et γ des éléments primitifs de Fq, Fq2 et Fq3
tels que α = βq+1 = γq

2+q+1. Voici la liste des classes de conjugaison de GL3(Fq) :

Aa1 =

 αa

αa

αa

, Aa2 =

 αa

1 αa

αa

, Aa3 =

 αa

1 αa

1 αa

,

Aa,b4 =

 αa

αa

αb

, Aa,b5 =

 αa

1 αa

αb

, Aa,b,c6 =

 αa

αb

αc

,

Ba,d
1 =

 αa

βd

βdq

, Ce
1 =

 γe

γeq

γeq
2

,

où a, b, c décrivent Z/(q − 1)Z et sont deux à deux distincts, d décrit (Z/(q2 −
1)Z)/(x ∼ qx) avec q+ 1 - d, et e décrit (Z/(q3− 1)Z)/(x ∼ qx) avec q2 + q+ 1 - e.
On obtient donc :
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Famille de classes Nombre de classes Nombre d'éléments de chaque classe
A1 q − 1 1
A2 q − 1 (q + 1)(q − 1)(q2 + q + 1)
A3 q − 1 q(q + 1)(q − 1)2(q2 + q + 1)
A4 (q − 1)(q − 2) q2(q2 + q + 1)
A5 (q − 1)(q − 2) q2(q + 1)(q − 1)(q2 + q + 1)

A6
(q−1)(q−2)(q−3)

6
q3(q + 1)(q2 + q + 1)

B1
q(q−1)2

2
q3(q − 1)(q2 + q + 1)

C1
q(q+1)(q−1)

3
q3(q + 1)(q − 1)2

Total q(q + 1)(q − 1) -
Le groupe G agit sur l'espace projectif X = P2(Fq), d'où une représentation ρX
de G sur Qp[X] de dimension q2 + q + 1. Comme l'action de G sur X est double-
ment transitive, ρX se décompose en somme directe 1 ⊕ χX avec χX irréductible
de dimension q2 + q. On obtient ainsi, par multiplication par des puissances du
déterminant, 2(q − 1) représentations irréductibles distinctes de G : les [.] ◦ detn

(nous noterons leurs caractères χ(n)
1 ) et les χX · ([.] ◦ detn) (nous noterons leurs

caractères χ(n)

q2+q), pour 1 ≤ n ≤ q − 1.
D'autre part, considérons Y l'ensemble des couples formés d'une droite de F3

q et
d'un hyperplan qui la contient. Encore une fois, G agit sur Y , d'où une représen-
tation ρY de G sur Qp[Y ] de dimension (q+ 1)(q2 + q+ 1). On véri�e aisément que
ρY se décompose en somme directe ρY = 1 ⊕ 2χ

(1)

q2+q ⊕ χY , où χY est irréductible
de dimension q3. On obtient ainsi q− 1 nouvelles représentations irréductibles dis-
tinctes de G de dimension q3 : les χY · ([.] ◦ detn) (nous noteroNs leurs caractères
χ

(n)

q3 ), pour 1 ≤ n ≤ q − 1.
Considérons maintenant le sous-groupe parabolique de GL3(Fq) :

P−(1,2)(Fq) =

 ∗ 0 0
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

 .

Le produit d'un caractère χ de F∗q et d'une représentation θ de GL2(Fq) fournit une
représentation de P−(1,2)(Fq). Nous avons donc essentiellement quatre situations :
(i) Le caractère χ est la puissance m-ième composée avec [.], 1 ≤ m ≤ q − 1,
et θ = θ

(n)
1 , 1 ≤ n ≤ q − 1. Dans ce cas, en induisant χ · θ à G, on obtient

des représentations irréductibles distinctes de G lorsque m 6= n : elles sont de
dimension q2 + q+ 1. Notons alors χ(m,n)

q2+q+1 les caractères correspondants. Il y en
a (q − 1)(q − 2).

(ii) Le caractère χ est la puissance m-ième composée avec [.], 1 ≤ m ≤ q − 1,
et θ = θ

(n)
q , 1 ≤ n ≤ q − 1. Dans ce cas, en induisant χ · θ à G, on obtient

des représentations irréductibles distinctes de G lorsque m 6= n : elles sont de
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dimension q(q2 + q+ 1). Notons alors χ(m,n)

q(q2+q+1) les caractères correspondants. Il
y en a (q − 1)(q − 2).

(iii) Le caractère χ est la puissance l-ième composée avec [.], 1 ≤ l ≤ q − 1, et
θ = θ

(m,n)
q+1 , 1 ≤ m < n ≤ q − 1. Dans ce cas, en induisant χ · θ à G, on obtient

des représentations irréductibles distinctes de G lorsque l < m < n : elles
sont de dimension (q + 1)(q2 + q + 1). Notons alors χ(l,m,n)

(q+1)(q2+q+1) les caractères

correspondants. Il y en a (q−1)(q−2)(q−3)
6

.
(iv) Le caractère χ est la puissance m-ième composée avec [.], 1 ≤ m ≤ q − 1, et
θ = θ

(n)
q−1, 1 ≤ n ≤ q2 − 1, q + 1 - n. Dans ce cas, en induisant χ · θ à G, on

obtient des représentations irréductibles distinctes de G : elles sont de dimension
(q − 1)(q2 + q + 1). Notons alors χ(m,n)

(q−1)(q2+q+1) les caractères correspondants. Il

y en a q(q−1)2

2
.

Considérons �nalement le sous-groupe cyclique engendré par une matrice M sem-
blable à C1

1 . On dispose du caractère M 7→ [γ]n (1 ≤ n ≤ q3 − 1). Notons
ψ

(n)

q3(q+1)(q−1)2 le caractère de son induit à G. On véri�e alors que ψ(n)

q3(q+1)(q−1)2 −
(χ

(q−1)

q3 −χ(q−1)

q2+q +χ
(q−1)
1 )χ

(q−1,n)

(q−1)(q2+q+1) est le caractère d'une représentation irréduc-
tible de G de degré (q+1)(q−1)2 lorsque n n'est pas multiple de q2 +q+1. Notons
θ

(n)

(q+1)(q−1)2 le caractère ainsi obtenu. Il ne dépend que de la classe de n modulo

la relation n ∼ nq. Nous avons ainsi trouvé q(q+1)(q−1)
3

nouveaux caractères de re-
présentations irréductibles distinctes. Nous pouvons donc �nalement construire la
table de caractères de G :

χ
(n)
1 χ

(n)

q2+q χ
(n)

q3

1 ≤ n ≤ q − 1 1 ≤ n ≤ q − 1 1 ≤ n ≤ q − 1

A
(a)
1 [α]3na (q2 + q)[α]3na q3[α]3na

A
(a)
2 [α]3na q[α]3na 0

A
(a)
3 [α]3na 0 0

A
(a,b)
4 [α]n(2a+b) (q + 1)[α]n(2a+b) q[α]n(2a+b)

A
(a,b)
5 [α]n(2a+b) [α]n(2a+b) 0

A
(a,b,c)
6 [α]n(a+b+c) 2[α]n(a+b+c) [α]n(a+b+c)

B
(a,d)
1 [α]n(a+b) 0 −[α]n(a+b)

C
(e)
1 [α]na −[α]na [α]na
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χ
(m,n)

q2+q+1 χ
(m,n)

q(q2+q+1)

1 ≤ m,n ≤ q − 1, m 6= n 1 ≤ m,n ≤ q − 1, m 6= n

A
(a)
1 (q2 + q + 1)[α](m+2n)a q(q2 + q + 1)[α](m+2n)a

A
(a)
2 (q + 1)[α](m+2n)a q[α](m+2n)a

A
(a)
3 [α](m+2n)a 0

A
(a,b)
4 (q + 1)[α](m+n)a+nb + [α]2na+mb (q + 1)[α](m+n)a+nb + q[α]2na+mb

A
(a,b)
5 [α](m+n)a+nb + [α]2na+mb [α](m+n)a+nb

A
(a,b,c)
6

∑cycl
(a,b,c)[α]ma+n(b+c)

∑cycl
(a,b,c)[α]ma+n(b+c)

B
(a,d)
1 [α]ma+nb −[α]ma+nb

C
(e)
1 0 0

χ
(l,m,n)

(q+1)(q2+q+1) χ
(m,n)

(q−1)(q2+q+1)

1 ≤ l < n < m ≤ q − 1 1 ≤ m ≤ q − 1, 1 ≤ n ≤ q2 − 1, q + 1 - n
A

(a)
1 (q + 1)(q2 + q + 1)[α](l+m+n)a (q − 1)(q2 + q + 1)[β](m+n)a(q+1)

A
(a)
2 (2q + 1)[α](l+m+n)a [β](m+n)a(q+1)

A
(a)
3 [α](l+m+n)a [β](m+n)a(q+1)

A
(a,b)
4 (q + 1)

∑cycl
(l,m,n)[α](l+m)a+nb (q − 1)[β](na+mb)(q+1)

A
(a,b)
5

∑cycl
(l,m,n)[α](l+m)a+nb [β](na+mb)(q+1)

A
(a,b,c)
6

∑sym
(l,m,n)[α]la+mb+nc 0

B
(a,d)
1 0 −[β]ma(q+1)([β]nb + [β]nbq

C
(e)
1 0 0

χ
(n)

(q+1)(q−1)2

1 ≤ n ≤ q3 − 1, q2 + q + 1 - n, n ∼ qn

A
(a)
1 (q + 1)(q − 1)2[γ]na(q2+q+1)

A
(a)
2 −(q − 1)[γ]na(q2+q+1)

A
(a)
3 [γ]na(q2+q+1)

A
(a,b)
4 0

A
(a,b)
5 0

A
(a,b,c)
6 0

B
(a,d)
1 0

C
(e)
1 [γ]na + [γ]naq + [γ]naq

2

Les représentations dans cette dernière famille ne sont pas induites à partir d'un
sous-groupe parabolique de GL3(Fq) et sont dites cuspidales. Il est possible de
les paramétrer à l'aide de caractères de F×q3 . On dit qu'un caractère χ : F×q3 → Qp

×

est primitif s'il est injectif. On véri�e immédiatement que les caractères primitifs
sont donnés par des puissances du relèvement de Teichmüller, plus précisément
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par les [.]n : F×q3 → Qp
×
pour 1 ≤ n ≤ q3 − 1 avec q2 + q + 1 - n. On dé�nit alors :

Dé�nition 3.1.2. (Représentations cuspidales)
Pour χ : F×q3 → Qp

×
un caractère primitif, si n est l'entier entre 1 et q3 − 1 non

multiple de q2+q+1 tel que χ = [.]n, on appelle R3(χ) la représentation χ(n)

(q+1)(q−1)2.

3.2 Représentations en caractéristique p : poids de Serre
locaux

Dans cette partie, on s'intéresse à des représentations du groupe linéaire d'un
corps �ni en caractéristique p. On cherche plus particulièrement à construire les
représentations irréductibles de GL3(Fq) à valeurs dans Fp, où p est premier et q
une puissance de p, disons pn.
Notons Z3

+ l'ensemble des 3-uplets d'entiers (λ1, λ2, λ3) tels que λ1 ≥ λ2 ≥ λ3.
Notons B+

3 le sous-groupe de GL3 formé des matrices triangulaires supérieures,
B−3 le sous-groupe de GL3 formé des matrices triangulaires inférieures et T3 le
sous-groupe des matrices diagonales. Notons aussi les sous-groupes paraboliques :

P+
(1,2) =

 ∗ ∗ ∗0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 ,

P+
(2,1) =

 ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 ∗

 .

Un élément de Z3
+ peut alors être vu comme un caractère dans X∗(T3), étant

donné que X∗(T3) ∼= Z3. Ainsi, si λ ∈ Z3
+, alors λ dé�nit un caractère de B−3 (en

voyant T3 comme le quotient de B−3 par le sous-groupe des matrices triangulaires
inférieures n'ayant que des 1 sur la diagonale). Nous pouvons donc considérer la
représentation de GL3 obtenue par induction :

Dé�nition 3.2.1. (Le module Mλ)
Pour tout anneau commutatif A, on appelle Mλ(A) le A-module suivant :

Ind
GL3|A
B−3 |A

(λ) = {f : GL3|A → Ga|A :

∀R ∈ A− Alg, ∀g ∈ GL3(R),∀b ∈ B−3 (R), f(bg) = λ(b)f(g)}.

On remarque immédiatement que, pour tout anneau commutatif A, GL3(A) agit
sur Mλ(A) par (g′ · f)(g) = f(gg′). Le module Mλ dé�nit donc une représentation
algébrique de GL3 sur Z : pour tout anneau commutatif A, GL3(A) agit foncto-
riellement sur le A-module libre de type �ni Mλ(A) ∼= Mλ(Z)⊗Z A.
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Rappelons que le socle d'une représentation est la somme de ses sous-représentations
irréductibles. Notons alors Nλ le socle de Mλ|Fq . C'est une représentation algé-
brique de GL3|Fq .
Considérons maintenant un élément a de (Z3

+)Hom(Fq ,Fp). Dé�nissons alors la repré-
sentation de GL3(Fq) sur Fp suivante :

Fa =
⊗

σ∈Hom(Fq ,Fp)

(
Naσ(Fq)⊗Fq ,σ Fp

)
.

On dit que a est un poids restreint local si, pour tout σ ∈ Hom(Fq,Fp) et tout
i ∈ {1, 2}, on a l'inégalité aσ,i − aσ,i+1 ≤ p− 1. Nous sommes en mesure d'énoncer
le théorème suivant, qui n'est autre que le théorème 3.10 dans [Her09] :

Théorème 3.2.2. (Représentations irréductibles de GL3(Fq) sur Fp)
(i) Soit a un poids restreint local. Alors Fa est une représentation irréductible de
GL3(Fq).

(ii) Toute représentation irréductible de GL3(Fq) sur Fp est isomorphe à Fa pour
un certain poids restreint local a.

(iii) Soient a et b deux poids restreints locaux. Les représentations Fa et Fb sont
isomorphes si, et seulement si, pour tout σ ∈ Hom(Fq,Fp) et pour i ∈ {1, 2},
on a

aσ,i − aσ,i+1 = bσ,i − bσ,i+1,

et, pour tout x ∈ F×q , on a ∏
σ∈Hom(Fq ,Fp)

σ(x)aσ,3−bσ,3 = 1.

Remarque 3.2.3. (i) Dans GL3(Fq), il y a q2(q−1) classes de conjugaison d'ordre
premier avec p (ce sont celles des familles A1, A4, A6, B1 et C1). Il y a donc le
bon nombre de représentations irréductibles.

(ii) Fixons σ0 ∈ Hom(Fq,Fp). Notons φ ∈ Gal(Fq/Fp) le Frobenius, puis pour
1 ≤ i ≤ n − 1, posons σi = σ0 ◦ φi. Alors Hom(Fq,Fp) = {σ0, ..., σn−1}, et
donc on a

∏
σ∈Hom(Fq ,Fp) σ(x)aσ,3−bσ,3 = 1 pour tout x ∈ F×q si, et seulement si,

q−1|(aσ0,3−bσ0,3)+p(aσ1,3−bσ1,3)+p2(aσ2,3−bσ2,3)+ ...+pn−1(aσn−1,3−bσn−1,3).

Considérons maintenant le cas où q = p. Le théorème précédent se réécrit alors :

Corollaire 3.2.4. (Représentations irréductibles de GL3(Fp) sur Fp)
(i) Soit (a, b, c) ∈ Z3

+ un poids restreint local. Alors F(a,b,c) est une représentation
irréductible de GL3(Fp), que l'on notera plutôt F (a, b, c)

(ii) Toute représentation irréductible de GL3(Fp) sur Fp est isomorphe à F (a, b, c)
pour un certain poids restreint local (a, b, c) ∈ Z3

+.
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(iii) Soient (a, b, c) et (a′, b′, c′) deux poids restreints locaux dans Z3
+. Les représen-

tations F (a, b, c) et F (a′, b′, c′) sont isomorphes si, et seulement si, a−b = a′−b′,
b− c = b′ − c′ et a+ b+ c ≡ a′ + b′ + c′ mod (3(p− 1)).

Dans la suite, on appellera poids de Serre local toute représentation irréduc-
tible de GL3(Fp) sur Fp. Nous venons de voir que les poids de Serre locaux sont
paramétrés par des triplets d'entiers (a, b, c) qui sont des poids restreints locaux.
On dira que le poids de Serre local F (a, b, c) est :
• régulier si a− b < p− 1 et b− c < p− 1, de sorte qu'il y a une bijection entre
les poids de Serre locaux réguliers et (Z/(p− 1)Z)3.
• générique si 3 < a− b < p− 5, 3 < b− c < p− 5 et |a− c− (p− 2)| > 4.
• fortement générique si 5 < a−b < p−7, 5 < b−c < p−7 et |a−c−(p−2)| > 6.
Pour (a, b, c) un triplet quelconque d'entiers, on notera F (a, b, c)reg le poids de Serre
local régulier F (a′, b′, c′) tel que (a′, b′, c′) ≡ (a, b, c) mod (p− 1). Étant donné un
poids de Serre local F (a, b, c) ((a, b, c) étant un poids restreint), on notera dans la
suite R(F (a, b, c)) le poids de Serre local régulier F (c− 2, b− 1, a)reg.
Il sera utile dans la suite d'introduire deux sous-ensembles de l'ensemble des poids
de Serre locaux : on dira que F (a, b, c) est dans l'alcôve inférieure si a−c < p−2
et dans l'alcôve supérieure s'il est régulier et a − c > p − 2. On dira aussi que
F (a, b, c) est dans l'alcôve inférieure au sens large si a−c ≤ p−2. Remarquons
�nalement que, si F (a, b, c) est un poids de Serre local dans l'alcôve inférieure, alors
F (c+ p− 2, b, a− p+ 2) est un poids de Serre local dans l'alcôve supérieure, que
nous noterons R(F ).

3.3 Décompositions de certaines représentations en carac-
téristique p : théorie de Jantzen

Certaines représentations de GL3(Fp) en caractéristique p joueront des rôles par-
ticulièrement importants dans la suite : c'est le cas, par exemple, de la réduction
modulo p de IndGL3(Fp)

B+
3 (Fp)

([.]a ⊗ [.]b ⊗ [.]c) (où [.] est le représentant de Teichmüller)

ou de la réduction modulo p de R(χ) pour χ : F×q3 → Qp
×
un caractère primitif. Il

convient donc de connaître leurs composantes de Jordan-Hölder.
Pour ce faire, nous devons d'abord introduire le module de Weyl :

Dé�nition 3.3.1. (Module de Weyl)
Soit (a, b, c) ∈ Z3

+. On appelle module de Weyl le Zp-module libre de type �ni :

W(a,b,c) = M(a,b,c)(Zp)⊗Zp Zp.

On le notera aussi parfois W (a, b, c). Il est naturellement muni d'une action de
GL3(Zp).
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Remarque 3.3.2. En, fait, on remarque que W (a, b, c)⊗Zp Qp
∼= M(a,b,c)(Qp)⊗Qp

Qp est muni naturellement d'une action de GL3(Qp). On observe aussi immédiate-
ment que l'on dispose d'une injection naturelle F (a, b, c) ↪→ W (a, b, c)⊗ZpFp, com-

patible avec l'action de GL3(Fp). On notera dans la suiteW (a, b, c) = W (a, b, c)⊗Zp
Fp.

Ces modules de Weyl permettent alors de décomposer les réductions de certaines
représentations en caractéristique 0 dans le groupe de Grothendieck grâce à la
formule de Jantzen :

Théorème 3.3.3. (Quelques cas particuliers de la formule de Jantzen)
Si V est une représentation de GL3(Fp) sur Qp, on note V une réduction de V
modulo p.
(i) Soit (a, b, c) ∈ Z3 tel que a ≥ b ≥ c et a − c < p. Alors, dans le groupe de
Grothendieck :

Ind
GL3(Fp)

B+
3 (Fp)

([.]a ⊗ [.]b ⊗ [.]c) =W (a, b, c) +W (a, c, b− p+ 1) +W (b, c, a− p+ 1)

+W (b+ p− 1, a, c) +W (c+ p− 1, a, b)

+W (c+ p− 1, b, a− p+ 1).

(ii) Soit (a, d0, d1) ∈ Z3
+ tel que a ≥ d0 > d1 et a − d1 < p. Alors, dans le groupe

de Grothendieck :

Ind
GL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
([.]a ⊗R2([.]d0+pd1)) =W (a, d0 − 1, d1 + 1) +W (a, d1, d0 − p+ 1)

+W (d0 − 1, d1 + 1, a− p+ 1)

+W (d0 + p− 2, a, d1 + 1)

+W (d1 + p− 2, a, d0 + 1)

+W (d1 + p− 1, d0, a− p+ 1).

(iii) Soit (e0, e1, e2) ∈ Z3
+ tel que e0 > e1 ≥ e2 et e0−e2 ≤ p. Alors, dans le groupe

de Grothendieck :

R3([.]e0+pe1+p2e2) =W (e0 − 2, e1 + 1, e2 + 1) +W (e0 − 1, e2, e1 − p+ 2)

+W (e1 − 1, e2 + 1, e0 − p+ 1) +W (e1 + p− 1, e0 − 1, e2 + 1)

+W (e2 + p− 1, e1, e0 − p+ 1) +W (e2 + p− 2, e0, e1 + 1).

Démonstration. On pourra aller voir le théorème 5.2, ainsi que le théorème 3.4 de
l'annexe, de [Her09]. On pourra aussi se référer à la preuve de la proposition 7.4
du même article.
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Pour connaître les composantes de Jordan-Hölder de ces représentations, il su�t
donc de connaître les composantes des modules de Weyl :

Proposition 3.3.4. (Composantes de Jordan-Hölder des modules de Weyl)
Soit (a, b, c) ∈ Z3

+ un poids restreint.
(i) Si (a, b, c) est dans l'alcôve supérieure, alors on dispose d'un suite exacte :

0→ F (a, b, c)→ W (a, b, c)→ F (z + p− 2, y, x− p+ 2)→ 0.

(ii) Si (a, b, c) n'est pas dans l'alcôve supérieure, alors F (a, b, c) = W (a, b, c).

Démonstration. On pourra aller voir la proposition 3.18 de [Her09].

Comme le théorème précédent, cette proposition est due à Jantzen. Ces deux
résultats combinés permettent donc d'obtenir explicitement les composantes de

Jordan-Hölder de IndGL3(Fp)

B+
3 (Fp)

([.]a ⊗ [.]b ⊗ [.]c), IndGL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
([.]a ⊗R2([.]d0+pd1)), et de

R3([.]e0+pe1+p2e2).

3.4 Un isomorphisme fondamental

Dans cette partie, nous allons seulement citer un résultat dû à Smith et Cabanes,
mais qui sera extrêmement important dans la suite pour dé�nir des opérateurs de
Hecke.
Étant donné µ = (µ1, µ2, µ3) ∈ Z3, on note Pµ(Fp) le sous-groupe parabolique
de GL3(Fp) correspondant, et Lµ(Fp) et Nµ(Fp) son sous-groupe de Lévi et son
sous-groupe normal respectivement. On a alors :

Proposition 3.4.1. (Isomorphisme de représentations du groupe de Lévi)
Soient V = F (a, b, c) un poids de Serre local et µ = (µ1, µ2, µ3) ∈ Z3 avec µ1 ≤
µ2 ≤ µ3. On note VNµ(Fp) = V/{nv − v|n ∈ Nµ(Fp)}. La composée V N−µ(Fp) ↪→
V � VNµ(Fp) est un isomorphisme compatible avec l'action de L−µ(Fp) et V N−µ(Fp)

et VNµ(Fp) sont des représentations irréductibles de L−µ(Fp). De plus :
• si µ1 < µ2 < µ3, alors V N−µ(Fp) ∼= F (a) ⊗ F (b) ⊗ F (c) et V N−µ(Fp) est le sous-
espace de V sur lequel T3(Fp) agit par (a, b, c).
• si µ1 = µ2 < µ3, alors V N−µ(Fp) ∼= F (a, b)⊗ F (c) et V N−µ(Fp) est la somme pour
d ∈ Z des sous-espaces de V sur lesquels T3(Fp) agit par (a+ d, b− d, c).
• si µ1 < µ2 = µ3, alors V N−µ(Fp) ∼= F (a)⊗ F (b, c) et V N−µ(Fp) est la somme pour
d ∈ Z des sous-espaces de V sur lesquels T3(Fp) agit par (a, b+ d, c− d).
• si µ1 = µ2 = µ3, alors V N−µ(Fp) = F (a, b, c).

Démonstration. On pourra aller voir le lemme 2.5 de [Her11b].

L'isomorphisme sera utile pour dé�nir une algèbre de Hecke dans la partie 6.3 dont
les opérateurs seront les projections modulo p d'opérateurs d'une autre algèbre de
Hecke. Les quatre isomorphismes seront utiles dans certains calculs de la partie 7.
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3.5 Correspondance de Langlands locale

Considérons K une extension �nie de Qp de corps résiduel k. Notons Irr(GLn(K))
l'ensemble des classes d'isomorphisme de représentations irréductibles continues
admissibles de GLn(K) sur Qp, WK le groupe de Weil de K et WDRepn(WK)
l'ensemble des classes d'isomorphisme de représentations de Weil-Deligne telles
que le Frobenius agit de manière semi-simple. On dé�nit :

Dé�nition 3.5.1. (Correspondance de Langlands locale)
On appelle correspondance de Langlands locale de K une famille de bijec-
tions recK : Irr(GLn(K)) → WDRepn(WK) pour n ≥ 1 véri�ant les propriétés
suivantes :
(i) Pour tout χ ∈ Irr(GL1(K)), recK(χ) = χ ◦ Art−1

K .
(ii) Pour r1 ∈ Irr(GLn1(K)) et r2 ∈ Irr(GLn2(K)), on a :

L(r1 × r2, s) = L(recK(r1)⊗ recK(r2), s),

ε(r1 × r2, s, ψ) = ε(recK(r1)⊗ recK(r2), s, ψ).

(iii) Pour r ∈ Irr(GLn(K)) et χ ∈ Irr(GL1(K)),

recK(r ⊗ (χ ◦ det)) = recK(r)⊗ recK(χ).

(iv) Pour r ∈ Irr(GLn(K)), si χ est le caractère central de r, alors

det recK(r) = recK(χ).

(v) Pour r ∈ Irr(GLn(K)), recK(r∧) = recK(r)∧, où ∧ désigne le contragrédient.

Le théorème fondamental que nous utiliserons dans la suite comme boîte noire est
le suivant :

Théorème 3.5.2. (Existence et unicité de la correspondance de Langlands
locale)
Pour toute extension �nie K de Qp, il existe une unique correspondance de Lan-
glands locale de K.

L'unicité a été établie par Guy Henniart en 1993 dans [Hen93], et l'existence a été
prouvée par Michael Harris et Richard Taylor en 1999 dans [HT01].
Ainsi, à chaque représentation irréductible r de GL3(K) nous pouvons associer une
représentation de Weil-Deligne recK(r). Dans la suite (section 6.2), il conviendra
de connaître la restriction à l'inertie de recK(r) pour certaines représentations r :

Proposition 3.5.3. (Correspondance de Langlands inertielle)
Soit r une représentation continue irréductible de GL3(K) sur Qp telle que chaque
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vecteur est �xé par un sous-groupe ouvert de GL3(K) et pour tout sous-groupe
ouvert compact U de GL3(K) le sous-espace �xé par U est de dimension �nie (on
dit que ρ est admissible). Notons L l'extension non rami�ée de degré 3 de K, et l
son corps résiduel.
(i) Si r|GL3(OK) contient IndGL3(k)

B+
3 (k)

(χ1 ⊗ χ2 ⊗ χ3) pour χ, χ2, χ3 trois caractères

k× → Qp
×
deux à deux distincts, alors recK(r)|IK ∼= χ1 ◦ Art−1

K ⊕ χ2 ◦ Art−1
K ⊕

χ3 ◦ Art−1
K .

(ii) Si r|GL3(OK) contient R3(χ) pour χ un caractère primitif l× → Qp
×
, alors

recK(r)|IK ∼=
⊕

σ∈Gal(l/k) σ(χ ◦ Art−1
L ).

Cette proposition est toujours vraie si l'on remplace 3 par un entier naturel quel-
conque. Pour une preuve, se référer à la proposition 2.4.1 de [EGH].

4 Représentations automorphes

Fixons un nombre premier p. Rappelons que la conjecture de Serre classique af-
�rme que toute représentation ρ : Gal(Q/Q)→ GL2(Fp) continue, irréductible et
impaire provient d'une forme cuspidale, fonction propre des opérateurs de Hecke,
et que nous disposons d'une recette pour connaître le poids et le niveau d'une forme
modulaire f telle que ρf ∼= ρ. Nous voulons à présent traiter une généralisation de
ce problème en dimension 3, c'est à dire étudier la modularité de représentations
continues et irréductibles ρ : Gal(F/F )→ GL3(Fp), où F est un corps de nombres.
Bien évidemment, la première étape consiste à expliquer ce que nous entendons
par représentation automorphe : il faut donc dé�nir une notion de poids. Nous
avons déjà introduit des poids de Serre locaux, que nous pouvons voir comme des
représentations de groupes linéaires sur les corps résiduels de certaines complétions
de F . Fidèles au principe local-global, nous introduirons une notion de poids de
Serre global, qui ne sera qu'un produit tensoriel d'un certain nombre de poids de
Serre locaux correspondant à certaines complétions de F et qui jouera le rôle du
poids de la forme modulaire dans le cas de la conjecture de Serre en dimension 2.
Nous associerons ensuite à chaque représentation irréductible ρ : GF → GL3(Fp)
un ensemble de poids de Serre globaux pour lesquels nous dirons que la représen-
tation est automorphe : cet ensemble sera noté W (ρ).
Une fois que nous aurons dé�ni cette notion de modularité, nous introduirons un
autre ensemble de poids de Serre globaux W ?(ρ) (que nous appelons l'ensemble
des poids prévus), et l'objectif dans toute la suite du mémoire sera de comparer cet
ensemble à W (ρ). Toujours �dèles au principe local-global, a�n de dé�nir W ?(ρ),
nous étudierons préalablement la situation locale, et dé�nirons des ensembles de
poids de Serre locaux associés aux restrictions de ρ à certains groupes de décom-
position : nous noterons ces ensembles W ?

w(ρ|GFw ), w étant une place de F .
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Dans toute cette procédure, nous avons tout de même commis une sorte d'impos-
ture vis-à-vis du principe local-global, puisque, s'il est vrai que nous avons dé�ni la
notion de poids de Serre global à partir des poids de Serre locaux, nous n'avons pas
introduit pour chaque place w de F un ensemble de poids de Serre locaux associé
à ρ et à w pour ensuite dé�nir W (ρ). A�n de remédier à cela, nous introduirons de
tels ensembles, qui seront des analogues de W (ρ) dans la situation locale, et nous
les noterons Ww(ρ), pour w une place de F . L'introduction de ces ensembles sera
très utile pour comparer W (ρ) et W ?(ρ), puisque la stratégie consistera à d'abord
comparer W ?

w(ρ|GFw ) et Ww(ρ) pour en déduire des liens entre W (ρ) et W ?(ρ).

4.1 Contexte général et notations

Considérons F un corps à multiplication complexe, et notons F+ le sous-corps
totalement réel maximal de F . Notons aussi c l'élément non trivial de Gal(F/F+).
Supposons �nalement que p est totalement décomposé dans F/Q. Lorsque v est
une place de F+, on note kv le corps résiduel de F+

v . Lorsque w est une place de
F , on note kw le corps résiduel de Fw.
Soit maintenant G un groupe algébrique unitaire sur F+, compact à l'in�ni, dé�ni
à l'aide d'un espace vectoriel V de dimension 3. Rappelons que l'on dispose d'un
isomorphisme de groupes algébriques sur F entre G ×F+ F et GL3. Rappelons
aussi que, pour toute F+-algèbre R,

G(R) = {g ∈ GL3(F ⊗F+ R) : (gt)Jg = J},

où J est une matrice hermitienne à coe�cients dans F . Par conséquent, si l'on
note g] = J

−1
(gt)J pour g ∈ GL3(F ⊗F+ R), alors

G(R) = {g ∈ GL3(F ⊗F+ R) : gg] = Id}.

Cela permet d'établir la proposition suivante, qui sera essentielle dans toute la
suite :

Proposition 4.1.1. (Modèle entier de G)
Il existe un entier naturel N premier avec p et un groupe algébrique G sur OF+ [1/N ]
tels que G ×OF+ [1/N ] F

+ ∼= G et G ×OF+ [1/N ] OF [1/N ] ∼= GL3.

Démonstration. On pourra aller voir la section 7.1.1 de [EGH].

Notons ι l'isomorphisme G ×OF+ [1/N ] OF [1/N ] → GL3. Soit v une place �nie de
F+ totalement décomposée dans F et ne divisant pas N , et notons w et wc les
places de F qui sont au-dessus de v. On voit alors immédaitement que ι induit
un isomorphisme G(Fw) → GL3(Fw), qui par restriction à G(OFw) devient un
isomorphisme G(OFw)→ GL3(OFw). Or l'injection F+

v ↪→ Fw est un isomorphisme.
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Donc ι induit un isomorphisme ιw : G(F+
v ) → GL3(Fw), qui par restriction à

G(OF+
v

) devient un isomorphisme G(OF+
v

)→ GL3(OFw).
Pour terminer, remarquons que, d'après les propriétés des groupes unitaires, c ◦ ιw
est conjugué avec φ ◦ ιwc , où φ : GL3(Fwc)→ GL3(Fwc), g 7→ (gt)−1.

4.2 Poids de Serre globaux

Nous avons déjà dé�ni une notion de poids de Serre local : c'est tout simplement
une classe d'isomorphisme de représentations irréductibles de GL3(Fp) sur Fp. En
fait, comme p est totalement décomposé dans F/Q, si v est une place de F+ qui
divise p et w est une place de F qui divise v, kw = Fp, et donc un poids de Serre local
est tout simplement une classe d'isomorphisme de représentations irréductibles de
GL3(kw), ou bien, à l'aide de l'isomorphisme ιw, une classe d'isomorphisme de
représentations irréductibles de G(kv) : cela explique pourquoi nous avons quali�é
de "local" un tel poids de Serre. A�n de construire une notion globale de poids de
Serre, il est naturel de considérer simultanément des représentations irréductibles
des G(kv) pour v décrivant les places de F+ divisant p. Bien évidemment, cela ne
correspond pas à l'idée que nous nous faisons d'habitude d'un problème global,
puisque nous ne regardons pas toutes les places de F+ mais seulement celles qui
divisent p : cependant, dès le départ, le premier p joue un rôle très particulier (on
étudie des représentations en caractéristique p), et il semble donc naturel de ne
regarder que les places divisant p pour traiter le problème global, d'autant plus
que nous venons de voir que les poids de Serre locaux ne correspondent à des
représentations de G(kv) que pour des places v de F+ divisant p. On dé�nit donc :

Dé�nition 4.2.1. (Poids de Serre globaux)
Un poids de Serre global est par dé�nition une classe d'isomorphisme de repré-
sentations irréductibles de

∏
v|p G(kv).

Grâce à l'isomorphisme ι, si pour chaque place v de F+ divisant p on �xe une
place ṽ de F divisant v, on peut toujours voir un poids de Serre comme une
classe d'isomorphisme d'une représentation irréductible du produit

∏
v|pGL3(kṽ).

Or, d'après la théorie des représentations linéaires des groupes �nis, les représenta-
tions irréductibles de

∏
v|pGL3(kṽ) sont les produits tensoriels de représentations

irréductibles des GL3(kṽ). De plus, comme p est totalement décomposé dans F/Q,
kṽ = Fp pour tout ṽ. Par conséquent, les poids de Serre globaux sont les :⊗

v

F (av, bv, cv)

où les (av, bv, cv) sont des poids restreints locaux pour toute place v de F+ divisant
p.
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Paramétrons ces poids de Serre globaux de la manière suivante. Remarquons que
la conjugaison complexe c induit une permutation de l'ensemble PFp des places de
F divisant p, en envoyant chaque place w sur l'autre place wc qui est au-dessus

de w|F+ . Soit (Z3
+)
PFp
0 l'ensemble des a ∈ (Z3

+)P
F
p tels que, pour toute place w de

F divisant p et pour tout i ∈ {1, 2, 3}, aw,i + awc,4−i = 0. Cette dernière égalité
permettra en fait dans la suite d'e�acer le choix arbitraire des ṽ que nous avons

e�ectué précédemment. On dit qu'un élément de a ∈ (Z3
+)
PFp
0 est un poids res-

treint global si pour toute place w de F divisant p et pour tout i ∈ {1, 2}, on
a aw,i − aw,i+1 ≤ p − 1. Cela rappelle bien évidemment la dé�nition des poids
restreints locaux.
Donnons-nous maintenant un poids restreint global a. Pour chaque place w de F
divisant p, nous disposons d'un poids restreint local aw, et donc d'un poids de
Serre local Faw . Si l'on note v = w|F+ , on peut voir Faw comme une représentation
irréductible de G(kv) à l'aide de l'isomorphisme G(kv) ∼= GL3(kw). On remarque
alors que, Faw et Fawc sont deux représentations isomorphes de G(kv), puisque
aw,i + awc,4−i = 0 pour i ∈ {1, 2, 3} et c ◦ ιw est conjugué à l'inverse de la transpo-
sée de ιwc . Par conséquent, la représentation Faw de G(kv) dépend uniquement de
v = w|F+ et non de w. On la notera donc Fav dans la suite.
On dé�nit �nalement le poids de Serre global Fa =

⊗
v|p Fav . D'après ce que nous

avons vu jusqu'ici, les poids de Serre globaux sont les Fa pour a un poids res-
treint global. On dira alors qu'un poids de Serre global Fa est générique (resp.
fortement générique) lorsque tous les Fav sont génériques (resp. fortement gé-
nériques).
Dans la suite, il sera aussi utile d'adopter un autre point de vue : un poids de
Serre global peut être vu comme une classe d'isomorphisme d'une représentation
irréductible de

∏
v|p G(OF+

v
) grâce à la surjection

∏
v|p G(OF+

v
) �

∏
v|p G(kv).

4.3 L'ensemble des poids associés à une représentation

A�n de dé�nir une notion de représentation automorphe, il nous faut introduire
un espace de formes automorphes muni d'une famille d'opérateurs de Hecke.
Étant donnés un Zp-module W muni d'une action de

∏
v|p G(OF+

v
) et un sous-

groupe ouvert compact U de G(A∞,pF+ ) ×
∏

v|p G(OF+
v

), une forme automorphe
sur G de niveau U à coe�cients dans W est par dé�nition une fonction
f : G(F+) \G(A∞F+)→ W telle que, pour g ∈ G(A∞F+) et u ∈ U , f(gu) = u−1

p f(g),
où up désigne la projection de u sur

∏
v|p G(OF+

v
). On notera S(U,W ) l'espace

des formes automorphes sur G de niveau U à coe�cients dans W . On notera
aussi Slim(W ) = lim−→U

S(U,W ). On remarque que G(A∞F+) agit sur Slim(W ) par
g · f(h) = gpf(hg).
Nous avons ainsi dé�ni notre espace de formes automorphes. Reste à introduire des
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opérateurs de Hecke. On dit qu'un sous-groupe ouvert et compact U de G(A∞,pF+ )×∏
v|p G(OF+

v
) est non rami�é en une place v de F+ qui est totalement dé-

composée dans F/F+ et qui ne divise pas N si U = G(OF+
v

) × U v, où U v est un
sous-groupe ouvert et compact de G(A∞,p,vF+ ) ×

∏
v′|p,v′ 6=v G(OF+

v′
), et on dit que U

est non rami�é en p s'il est non rami�é en toute place v de F+ divisant p. En
tenant compte de la topologie du produit restreint, il est évident que U est non
rami�é en presque toutes les places v de F+ totalement décomposées sur F .
Pour U un sous-groupe ouvert compact de G(A∞,pF+ ) ×

∏
v|p G(OF+

v
), on note PU

l'ensemble des places �nies w de F totalement décomposées dans F/F+, ne divi-
sant pas pN et telles que U est non rami�é en w|F+ , puis on considère P une partie

co�nie de PU . Soit alors TP l'algèbre de polynômes Zp
[
T

(j)
w : w ∈ P , j ∈ {1, 2, 3}

]
.

Cette algèbre agit sur S(U,W ) à travers les opérateurs de Hecke :

T (1)
w = ι−1

w

GL3(OFw)

 π 0 0
0 1 0
0 0 1

GL3(OFw)

 ,

T (2)
w = ι−1

w

GL3(OFw)

 π 0 0
0 π 0
0 0 1

GL3(OFw)

 ,
T (3)
w = ι−1

w

GL3(OFw)

 π 0 0
0 π 0
0 0 π

GL3(OFw)

 ,
où π est une uniformisante de OFw . De cette manière, nous avons dé�ni une algèbre
de Hecke TP qui agit sur l'espace des formes automorphes S(U,W ).

Remarque 4.3.1. On véri�e immédiatement que T (1)
wc T

(3)
w = T

(2)
w et T (2)

wc T
(3)
w =

T
(1)
w .

Donnons-nous maintenant une représentation continue irréductible ρ : GF →
GL3(Fp). Soit Fa un poids de Serre global (vu comme représentation de

∏
v|p G(kv)),

a étant un poids restreint global. Nous voulons dé�nir ce que signi�e pour ρ d'être
automorphe de poids Fa. Par analogie avec la conjecture de Serre en dimension
2, il semble naturel de chercher certains espaces propres des opérateurs de Hecke
précédents dans S(U,W ), pour certaines valeurs propres déterminées par ρ.
Supposons que ρ|Fw soit non rami�ée pour toute place w ∈ P . Sous cette hy-
pothèse, le polynôme caractéristique de ρ(Frobw) est bien dé�ni pour w ∈ P :
notons-le

X3 − t(1)
w X2 + t(2)

w X − t(3)
w .
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Considérons alors le morphisme de Zp-algèbres suivant :

θ : TP → Fp

T (j)
w 7→

t
(j)
w

(Nw)j(j−1)/2

où Nw désigne la norme de w. Ce morphisme d'algèbres est surjectif, et donc
son noyau est un idéal maximal de TP , que nous noterons m. Dire que l'espace
propre de S(U, Fa) (pour un certain sous-groupe ouvert compact U de G(A∞,pF+ )×∏

v|p G(OF+
v

)) sous l'action de TP pour les valeurs propres déterminées par le ca-
ractère θ est non nul revient alors à dire que S(U, Fa)m 6= 0. On dé�nit donc :

Dé�nition 4.3.2. (Représentations automorphes)
Soient ρ : GF → GL3(Fp) une représentation continue irréductible et Fa un poids
de Serre global, a étant un poids restreint global. On dit que ρ est automorphe de
poids Fa s'il existe un sous-groupe ouvert compact U de G(A∞,pF+ ) ×

∏
v|p G(OF+

v
)

non rami�é en p et une partie co�nie P de PU ne contenant que des places où ρ est
non rami�ée tels que, si m désigne l'idéal maximal de TP associé à la représentation
ρ, on a S(U, Fa)m 6= 0. On note W (ρ) l'ensemble des poids de Serre globaux pour
lesquels ρ est automorphe. On note aussi Wgen(ρ) l'ensemble des poids de Serre
globaux génériques de W (ρ).

Comme dans le cas de la conjecture de Serre en dimension 2, cette dé�nition
soulève trois problèmes :
(i) (Modularité) Quelles représentations ρ sont automorphes (i.e. W (ρ) 6= ∅) ?
(ii) (Problème du poids) Si ρ est automorphe, peut-on déterminer pour quels poids
elle l'est (i.e. déterminer l'ensemble W (ρ)) ?

(iii) (Problème du niveau) Si ρ est automorphe, peut-on déterminer (explicite-
ment) un sous-groupe ouvert compact U de G(A∞,pF+ )×

∏
v|p G(OF+

v
) pour lequel

il existe une partie co�nie P de PU ne contenant que des places où ρ est non
rami�ée telle que, si m désigne l'idéal maximal de TP associé à la représentation
ρ, on a S(U, Fa)m 6= 0 ?

Dans toute la suite, on ne s'intéresse qu'au deuxième problème.

4.4 L'ensemble des poids prévus

Dans cette section, étant donnée une représentation galoisienne ρ : Gal(F/F ) →
GL3(Fp), nous allons dé�nir un ensemble de poids de Serre globaux W ?(ρ). Nous
dirons que c'est l'ensemble des poids prévus, puisque nous tenterons de montrer,
dans la suite, que W ?(ρ) est en fait l'ensemble des poids pour lesquels ρ est au-
tomorphe. La référence pour construire l'ensemble W ?(ρ) est la thèse de Florian
Herzig. Nous choisissons ici de donner une dé�nition moins intrinsèque de W ?(ρ),
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mais plus explicite.
Considérons ρ : Gal(F/F ) → GL3(Fp) une représentation continue modérément
rami�ée en p. Dans un premier temps, nous allons �xer w une place de F au-dessus
de p, et nous allons introduire un ensemble de poids de Serre locaux W ?

w(ρ|GFw ),
dépendant uniquement de la restriction de ρ au groupe de décomposition GFw ,
qui nous permettra ensuite de dé�nir l'ensemble de poids de Serre globaux W ?(ρ).
Rappelons que, comme p est totalement décomposé dans F , Fw = Qp, et donc
GFw = Gal(Qp/Qp).
Notons Ip = Gal(Qp/Qnr

p ) le groupe d'inertie en p et It = Gal(Qp/Qmr
p ) le groupe

de rami�cation sauvage, l'unique p-Sylow de Ip. Comme ρ est modérément rami-
�ée, ρ induit une représentation continue du groupe abélien Ip/It. Par conséquent,
la représentation ρ|Ip est une somme directe de trois caractères, disons χ1, χ2 et
χ3. La puissance p-ième permute χ1, χ2, χ3, et donc trois cas se présentent :

(A) ρ|Ip ∼=

 ωa1
ωb1

ωc1

, pour a, b, c ∈ Z.

(B) ρ|Ip ∼=

 ωa1
ωd2

ωpd2

, pour a, d ∈ Z et d non multiple de p+ 1.

(C) ρ|Ip ∼=

 ωe3
ωpe3

ωp
2e

3

, pour e non multiple de p2 + p+ 1.

Remarque 4.4.1. (La notation τ)
Pour alléger les notations dans la suite, on notera

τ(ξ, (a1, a2, a3)) = ω
a1+aξ(1)p+aξ(ξ(1))p

2

3 ⊕ ωaξ(ξ(1))+a1p+aξ(1)p
2

3 ⊕ ωaξ(1)+aξ(ξ(1))p+a1p
2

3

pour ξ ∈ S3 et (a1, a2, a3) ∈ Z3. On prouve facilement que, si a, b, c, x, y, z sont des
entiers tels que a > b > c, x > y > z, a− c ≤ p, x− y ≤ p et a+ b+ c = x+ y+ z,
si ξ et ξ′ sont des 3-cycles dans S3 tels que τ(ξ, (a, b, c)) ∼= τ(ξ′, (x, y, z)), alors
ξ = ξ′ et (a, b, c) = (x, y, z) (voir le lemme 5.2.3 de [EGH]).

Selon le cas, on associe à ρ la représentation de GL3(Fp) sur Qp suivante :
(A) V (ρ|Ip) = Ind

GL3(Fp)

B3(Fp) ([.]a ⊗ [.]b ⊗ [.]c).

(B) V (ρ|Ip) = Ind
GL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
([.]a ⊗R2([.]d)).

(C) V (ρ|Ip) = R3([.]e).
Remarquons qu'ici, [.]a, [.]b et [.]c sont vus comme des caractères de F×p , [.]d comme
caractère de F×p2 et [.]e comme caractère de F×p3 . Nous sommes maintenant en mesure
de dé�nir l'ensemble des poids locaux prévus :

31



Dé�nition 4.4.2. (Ensemble des poids locaux prévus)
On appelle ensemble des poids locaux prévus de ρ l'ensemble R(JH(V (ρ|Ip))),
où V (ρ|Ip) désigne la réduction d'un réseau stable par Ip de V (ρ|Ip) modulo l'idéal
maximal de Zp, et JH(V (ρ|Ip)) les composantes de Jordan-Hölder de V (ρ|Ip). On
le note W ?

w(ρ|GFw ).

Maintenant que nous avons dé�ni l'ensemble des poids locaux prévus, nous vou-
drions avoir une description plus explicite de cet ensemble. Pour ce faire, identi�ons
le groupe de Weyl W3 de GL3 avec S3, et dé�nissons :

Dé�nition 4.4.3. Soit (w, µ) ∈ W3 × X∗(T3). Notons µ = (µ1, µ2, µ3). On dit
que le couple (w, µ) est bon si w est un 3-cycle et si, pour tout i ∈ {1, 2, 3}, on a
p2 + p+ 1 - µi + pµw(i) + p2µw2(i).

Rappelons que, si F (a, b, c) est un poids de Serre dans l'alcôve inférieure, alors
F (c+ p− 2, b, a− p+ 2) est un poids de Serre dans l'alcôve supérieure noté R(F ).
Pour décrire explicitement l'ensemble des poids locaux prévus, il nous faut encore
dé�nir les deux ensembles suivants :

Dé�nition 4.4.4. (Les ensembles A(a, b, c) et C(ρ))
(i) Soit (a, b, c) un poids restreint local. Notons F = F (a−2, b−1, c)reg. On appelle
A(a, b, c) l'ensemble de poids de Serre locaux {F,R(F )} si F est dans l'alcôve
inférieure, l'ensemble {F} sinon.

(ii) On appelle C(ρ) l'ensemble des poids restreints locaux µ tels qu'il existe w ∈ W3

véri�ant que (w, µ) est bon et ρ|Ip ∼= τ(w, µ).

Nous pouvons maintenant rendre la dé�nition de W ?
w(ρ|GFw ) nettement plus expli-

cite à l'aide de la proposition suivante :

Proposition 4.4.5. (Description explicite de W ?
w(ρ|GFw ))

L'ensemble des poids locaux prévus est

W ?
w(ρ|GFw ) =

⋃
µ∈C(ρ)

A(µ).

Pour expliciter encore plus cet ensemble, il sera bien sûr utile dans la suite de
disposer d'une description détaillée de l'ensemble C(ρ) :

Proposition 4.4.6. (L'ensemble C(ρ))
Notons X1(T3) = {(a, b, c) ∈ Z3

+/a− b ≤ p− 1, b− c ≤ p− 1}.
(A) Dans le cas (A), si p− 1 ≥ a ≥ b ≥ c ≥ 0, on a

C(ρ) = {(a, b, c), (b, c, a− p+ 1), (c+ p− 1, a, b), (c+ p− 1, b, a− p+ 1),

(a, c, b− p+ 1), (b+ p− 1, a, c)}+ (p− 1)Z(1, 1, 1).
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(B) Dans le cas (B), écrivons d = d0 + pd1 et supposons que a ≥ d0 > d1 et
a− d1 ≤ p− 1. On a alors

C(ρ) = ({(a, d0, d1), (d0, d1, a− p+ 1), (d1 + p, a, d0 − 1),

(d1 + p, d0 − 1, a− p+ 1), (a, d1 + 1, d0 − p), (d0 + p, a, d1 − 1),

(a+ p− 1, d0, d1), (d0, d1, a− 2p+ 2)} ∩X1(T3)) + (p− 1)Z(1, 1, 1).

(C) Dans le cas (C), écrivons e = e0 + e1p + e2p
2 et supposons que e0 > e1 ≥ e2

et e0 − e2 ≤ p. On a alors

C(ρ) = ({(e0, e1, e2), (e1 + 1, e2, e0 − p), (e2 + p, e0 − 1, e1),

(e2 + p, e1 + 1, e0 − p− 1), (e0, e2 + 1, e1 − p), (e1 + p, e0, e2 − 1)}
∩X1(T3)) + (p− 1)Z(1, 1, 1).

Les deux propositions précédentes nous permettront dans la suite de déterminer
quels sont exactement les poids de Serre locaux prévus. Maintenant que nous avons
dé�ni l'ensembleW ?

w(ρ|GFw ), nous sommes en mesure de passer au problème global,
c'est-à dire d'introduire l'ensemble de poids de Serre globaux W ?(ρ) :

Dé�nition 4.4.7. (Ensemble des poids globaux prévus)
L'ensemble des poids globaux prévus W ?(ρ) est, par dé�nition, l'ensemble de
poids de Serre globaux de la forme

⊗
v|p Vv, où Vv est une représentation de G(kv)

telle que Vv ◦ ι−1
w ∈ W ?

w(ρ|GFw ) pour toute place v de F+ divisant p et toute place
de w de F divisant v.

Comme nous l'avons déjà annoncé, l'objectif de ce mémoire consiste à comparer
les ensembles W (ρ) et W ?(ρ). Cela est intéressant puisque l'ensemble W (ρ) est
a priori di�cile à calculer, alors que les proposition précédentes fournissent une
méthode simple pour calculer W ?(ρ).

4.5 Ensemble des poids locaux associés à une représentation

Jusqu'ici, nous avons construit des ensembles W (ρ), W ?
w(ρ|GFw ) et W ?(ρ). Comme

nous l'avons expliqué au début de cette partie, au nom du principe local-global, il
convient de dé�nir pour certaines places w de F des ensembles Ww(ρ) contenant
des poids de Serre locaux associés à ρ et à w, et qui joueraient un rôle analogue à
W (ρ) dans le contexte local.
Supposons que ρ soit automorphe de poids Fa, a étant un poids restreint global,
et �xons une place w de F divisant p. Notons v = w|F+ . Par dé�nition, il existe
un sous-groupe ouvert compact U de G(A∞,pF+ ) ×

∏
v′|p G(OF+

v′
) non rami�é en p

et une partie co�nie P de PU ne contenant que des places où ρ est non rami�ée
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tels que, si m désigne l'idéal maximal de TP associé à la représentation ρ, on a
S(U, Fa)m 6= 0. Comme U est non rami�é en p, on peut écrire U = G(OF+

v
)× U v,

où U v est un sous-groupe ouvert compact de G(A∞,pF+ )×
∏

v′|p,v′ 6=v G(OF+
v′

).

Étant donné un Zp-moduleW muni d'une action de
∏

v′|p G(OF+
v′

) telle que G(OF+
v

)

agit trivialement, on appelle S(U v,W ) l'espace des fonctions f : G(F+)\G(A∞F+)→
W telles que, pour g ∈ G(A∞F+) et u ∈ U v, f(gu) = u−1

p f(g), où up désigne la pro-
jection de u sur

∏
v′|p,v′ 6=v G(OF+

v′
). Le groupe G(F+

v ) agit sur sur S(U v,W ) par

(γf)(g) = f(gγ) pour γ ∈ G(F+
v ) et g ∈ G(A∞F+). Par conséquent, S(U v,W ) est

une représentation de G(F+
v ), mais cette représentation n'est pas continue. Soit

Ssm(U v,W ) la plus grande sous-représentation continue de S(U v,W ). En d'autres
mots :

Ssm(U v,W ) =
⋃
U ′

S(U v,W )U
′
,

où la réunion est prise sur les sous-groupes ouverts U ′ de U v. De cette manière,
nous disposons d'une représentation continue de G(F+

v ), ou de GL3(Fw) à travers
l'isomorphisme ιw. De plus, l'algèbre TP agit sur S(U v,W ) à travers les opérateurs
de Hecke dé�nis précedemment, et Ssm(U v,W ) est stable sous cette action. Par
conséquent, TP agit sur Ssm(U v,W ), et cette action commute avec l'action de
GL3(Fw).
Prenons maintenant W =

⊗
v′ 6=v Fav′ , et posons :

S = Ssm

(
U v,

⊗
v′ 6=v

Fav′

)
.

C'est un Fp-module. Pour V un poids de Serre local que l'on voit comme repré-
sentation de GL3(kw), on pose :

S(V ) = (V ⊗Fp S)GL3(OFw ).

Le Fp-espace vectoriel S(V ) est alors naturellement muni d'une action de TP .
On notera Ww(ρ) (resp. Wgen,w(ρ)) l'ensemble des poids de Serre locaux (resp.
l'ensemble des poids de Serre locaux génériques) pour lesquels S(V )m 6= 0.

Remarque 4.5.1. (Attention !)
(i) Contrairement à W ?

w(ρ|GFw ), l'ensemble Ww(ρ) ne dépend pas que de ρ|GFw .
(ii) L'ensemble Ww(ρ) dépend de ρ et de w mais aussi du choix d'un poids de
Serre global pour lequel ρ est automorphe.

Comme nous l'avons déjà dit, la stratégie pour comparer les ensembles W (ρ) et
W ?(ρ) consistera à comparer préalablement les ensembles Ww(ρ) et W ?

w(ρ|GFw ).
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5 Quelques rappels de théorie de Hodge p-adique

Dans cette partie, nous allons présenter quelques aspects de la théorie de Hodge
p-adique dont nous aurons besoin dans la suite. Nous ne donnerons pas de preuves
des résultats, puisque ce n'est pas l'objectif de ce mémoire et cela serait beaucoup
trop long. Les références principales dans cette partie sont [BC] et [FO]. Nous uti-
lisons aussi [BM02], [Bre02], [FL82] et [EGH].
Tout d'abord, nous tentons de trouver des critères pour classi�er des représenta-
tions galoisiennes sur Qp. Dans les parties 1 et 2, nous expliquons la construction
de l'anneau des vecteurs de Witt et la construction d'un anneau de caractéris-
tique p parfait. Ces deux constructions seront utilisées de manière répétée dans la
suite. Ensuite, dans la section 3, nous décrivons le cadre abstrait général qui va
permettre de classi�er les représentations. Dans les sections 4 à 7, nous dé�nis-
sons quatre grandes classes de représentations galoisiennes : les représentations de
Hodge-Tate, les représentations de de Rham, les représentations cristallines puis
les représentations semi-stables. Cela est toujours e�ectué de la même manière :
nous construisons un certain anneau particulier et nous appliquons la théorie gé-
nérale de la partie 3 à cet anneau.
Ensuite, nous cherchons à étudier les catégories de représentations ainsi dé�nies : en
particulier, nous nous intéressons à la catégorie des représentations cristallines et à
celle des représentations semi-stables, parce que ces deux catégories se comportent
particulièrement bien. En e�et, dans la partie 8, on voit qu'elles sont équivalentes
à des catégories relevant de l'algèbre linéaire ou semi-linéaire (des catégories d'es-
paces vectoriels munis d'applications semi-linéaires et de �ltrations avec certaines
relations de compatibilité).
Dans la partie 9, nous traitons un cas très particulier des études précédentes : le cas
de la dimension 1, c'est-à dire le cas des caractères. En particulier, nous donnons
un critère pour qu'un caractère soit semi-stable ou cristallin.
La partie 10 permet de dé�nir une nouvelle classe de représentations, en introdui-
sant une version relative de la semi�stabilité, à savoir la potentielle semi-stabilité.
Après, les parties 11 et 12 sont consacrées à expliquer comment la théorie se gé-
néralise à des représentations sur une extension de Qp. Dans la partie 11, on se
penche plutôt sur les poids de Hodge-Tate, alors que dans la partie 12, on s'inté-
resse aux structures linéaires associées à une représentation semi-stable. On voit
en particulier que ces structures sont les mêmes que celles dans le cas des représen-
tations sur Qp mais munies en plus d'une action du groupe de Galois de l'extension
de Qp considérée.
Dans la suite du mémoire, nous aurons besoin d'étudier des réseaux stables dans
les représentations cristallines ou semi-stables puis de quotienter de tels réseaux. Il
sera donc utile de comprendre quelles sont les structures linéaires correspondantes :
cela fera l'objet des sections 13 (théorie de Fontaine-La�aille pour les représenta-
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tions cristallines) et 14 (théorie de Breuil pour les représentations potentiellement
semi-stables).
Finalement, la section 15 dé�nit la représentation de Weil-Deligne associée à une
représentation semi-stable, puis dans la section 16, on prouve que si l'on connaît
le type d'inertie d'une représentation potentiellement semi-stable dont on contrôle
les poids de Hodge-Tate, alors on connaît (à un nombre �ni de possibilités près)
la restriction à l'inertie de la représentation (théorème 5.16.1), résultat qui jouera
un rôle essentiel par la suite.

5.1 L'anneau des vecteurs de Witt

Références : [FO, sections 0.2.2 et 0.2.3] et [BC, section 4.2].

Fixons un anneau A. Nous rappelons ici la construction de l'anneau des vecteurs
de Witt, qui est à la base de toute la suite.

Dé�nition 5.1.1. Polynômes de Witt
On appelle n-ième polynôme de Witt le polynôme

Wn(X0, ..., Xn) = Xpn

0 + pXpn−1

1 + p2Xpn−2

2 + ...+ pnXn ∈ Z[X0, ..., Xn].

Notons X = X0, X1, X2, ... et Y = Y0, Y1, Y2, .... Le lemme suivant est technique
mais fondamental :

Lemme 5.1.2. Pour tout polynôme Q ∈ Z[X, Y ], il existe une suite unique de
polynômes (Qn) dans Z[X;Y ] tels que

Q(Wn(X0, ..., Xn),Wn(Y0, ..., Yn)) = Wn(Q0(X, Y ), Q1(X, Y ), ..., Qn(X, Y )).

De plus, Qn ∈ Z[X0, ..., Xn, Y0, ..., Yn].

Considérons les polynômes S = X+Y et P = XY , et notons (Sn) et (Pn) les suites
qui leurs sont associées. Posons Wn(A) = An en tant qu'ensemble, et munissons
Wn(A) d'une structure d'anneau : pour a = (a0, ..., an−1) et b = (b0, ..., bn−1),
on pose a + b = (S0(a0, b0), S1(a0, a1, b0, b1), ..., Sn−1(a0, ..., an−1, b0, ..., bn−1)), et
ab = (P0(a0, b0), P1(a0, a1, b0, b1), ..., Pn−1(a0, ..., an−1, b0, ..., bn−1)).

Dé�nition 5.1.3. Vecteurs de Witt de longueur n
L'anneauWn(A) est appelé anneau des vecteurs de Witt de longueur n. C'est
un anneau intègre.

Exemple 5.1.4. (i) On trouve facilement que S0 = X0 + Y0, P0 = X0Y0, S1 =
X1 +Y1 + 1

p

∑p−1
i=1 C

i
pX

i
0Y

p−i
0 et P1 = Y1X

p
0 +X1Y

p
0 +pX1Y1. On véri�e facilement

que (x, 0, 0, ...)(y, 0, 0, ...) = (xy, 0, 0, ...) pour x, y ∈ A. Par contre, il est en
général faux que (x, 0, 0, ...) + (y, 0, 0, ...) = (x+ y, 0, 0, ...).
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(ii) Si A est de caractéristique p, alors p(x0, x1, ...) = (0, xp0, x
p
1, ...).

Pour n ∈ N, on dispose d'un morphisme d'anneaux surjectifWn+1(A)→ Wn(A), (a0, ..., an) 7→
(a0, ..., an−1), permettant de dé�nir :

Dé�nition 5.1.5. Anneau des vecteurs de Witt
On appelle lim

←−
Wn(A) l'anneau des vecteurs de Witt, et on le note W (A).

Muni de la topologie limite projective, c'est un anneau topologique.

La construction de l'anneau des vecteurs de Witt est particulièrement intéres-
sante lorsque A est une Fp-algèbre parfaite. En e�et, dans ce cas, la multipli-
cation par p dans W (A) est donnée par (a0, a1, ...) 7→ (0, ap0, a

p
1, ...). Par consé-

quent, elle est injective, on a un isomorphisme W (A)/pnW (A) ∼= Wn(A), et donc
W (A) ∼= lim

←−
W (A)/pnW (A). On en déduit queW (A) est un anneau séparé et com-

plet pour la topologie p-adique. De plus, W (A)/pW (A) ∼= A est une Fp-algèbre
parfaite. On dit alors que W (A) est un p-anneau strict (c'est-à dire un anneau
B séparé et complet pour la topologie p-adique tel que B/p est une Fp-algèbre
parfaite). Grâce à cette observation, on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 5.1.6. (Représentants de Teichmüller)
Soit A une Fp-algèbre parfaite. Il existe une unique section ensembliste [.] : W (A)/pW (A)→
W (A) de la projection naturelle W (A)→ W (A)/pW (A) telle que [xp] = [x]p pour
x ∈ W (A)/pW (A). De plus, [.] est multiplicative et véri�e [1] = 1.

Pour dé�nir explicitement l'application [.], considérons x ∈ W (A)/pW (A) et no-
tons yn ∈ W (A) un relèvement de xp

−n
. On a alors : [x] = lim

n→∞
yp

n

n . On appelle [x]

le représentant de Teichmüller de x. Il est alors immédiat que tout élément de
W (A) s'écrit de manière unique sous la forme

∑
n≥0[bn]pn avec bn ∈ W (A)/pW (A).

Exemple 5.1.7. Nous verrons dans la suite que W (Fp) = Zp. Dans Fp, le poly-
nôme P = Xp − X est scindé à racines simples. De plus, tout élément de Fp est
racine de P . Par conséquent, en appliquant le lemme de Hensel, pour tout x ∈ Fp,
il existe un unique [x] ∈ Zp qui relève x et qui véri�e [x]p = [x]. Ce n'est autre que
le représentant de Teichmüller dé�ni précédemment.

Il est en fait possible de déterminer exactement quels sont les anneaux qui sont de
la forme W (A) pour A une Fp-algèbre parfaite :

Proposition 5.1.8. (p-anneaux stricts)
Les p-anneaux stricts sont exactement les anneaux de la forme W (A) pour A une
Fp-algèbre parfaite.
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L'idée pour établir la propriété précédente consiste à montrer que, si B est un
p-anneau strict, alors B et W (B/pB) véri�ent la même propriété universelle dans
une catégorie appelée catégorie des p-anneaux, et donc le lemme de Yoneda permet
de conclure B ∼= W (B/pB).
Nous allons maintenant donner une conséquence importante des considérations
précédentes dans le cadre des corps p-adiques. Considérons K un corps p-adique
de corps résiduel k. Dans ce cas, l'anneau des vecteurs de Witt permet de retrouver
la sous-extension maximale non rami�ée :

Théorème 5.1.9. (Vecteurs de Witt et corps p-adiques)
Avec les notations précédentes, l'anneau W (k) est l'anneau des entiers de la sous-
extension maximale non rami�ée de K.

Exemple 5.1.10. Comme nous l'avons déjà annoncé précédemment,W (Fp) = Zp.

Nous avons rappelé toutes les propriétés importantes dont nous aurons besoin
concernant l'anneau des vecteurs de Witt. Il s'agit maintenant de construire l'an-
neau A de caractéristique p parfait auquel nous allons appliquer cette construction.

5.2 L'anneau R

Références : [FO, section 4.1] et [BC, sections 4.2 et 4.3].

Soit A un anneau commutatif. On dé�nit alors un anneau parfait de caractéristique
p :

Dé�nition 5.2.1. L'anneau R(A)
L'anneau R(A) est dé�ni comme la limite projective lim

←−
An, où, pour tout n ∈ N,

An = A/pA et les �èches de transition sont données par An+1 → An, x 7→ xp. Muni
de la topologie limite projective, R(A) est un anneau topologique de caractéristique
p.

Ainsi, un élément de R(A) est une suite d'éléments de A/pA. On voudrait relever
cette suite en une suite d'éléments de A. Pour ce faire, il nous faut faire d'avantage
d'hypothèses concernant la topologie p-adique de A :

Proposition 5.2.2. (Autre description de R(A))
Supposons que A soit séparé et complet pour la topologie p-adique, c'est-à dire
que A → lim

←−
A/pnA est un isomorphisme d'anneaux. Considérons l'anneau S =

{(x(n))n≥0 : x(n) ∈ A, (x(n+1))p = x(n)} muni de l'addition (x+y)(n) = lim
m→∞

(x(n+m)+

y(n+m))p
m

et de la multiplication (xy)(n) = x(n)y(n). La réduction modulo p est alors
un isomorphisme d'anneaux S → R(A).
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On peut en fait décrire explicitement le morphisme inverse :

Remarque 5.2.3. (Morphisme inverse)
Soit (xn)n ∈ R(A). Pour tout n, considérons yn ∈ A un relèvement de xn ∈ A/pA.
Le morphisme R(A) → S dé�ni par (xn)n 7→ (x(n))n où x(n) = lim

m→∞
yp

m

m+n est

l'inverse de l'isomorphisme décrit dans la proposition.

De cette manière, dans les hypothèses de la proposition, on peut voir un élément
de R(A) comme une suite d'éléments (xn)n de A/pA ou, si l'on préfère, comme
une suite d'éléments (x(n))n de A.

Considérons maintenant un corps p-adique K, et notons C = K̂ et A = OC .
L'anneau A est alors automotiquement séparé et complet pour la topologie p-
adique. Dans la suite, on notera toujours R l'anneau R(A), pour ce choix d'anneau
A. On notera aussi k le corps résiduel de K et K0 la sous-extension maximale non
rami�ée de K/Qp.
Il sera utile de munir R d'une valuation :

Dé�nition 5.2.4. (Valuation de R)
Notons |.|p la valeur absolue de C normalisée de sorte que |p| = p−1. Notons
vp(.) = logp |.|p la valeur absolue associée. On appelle vR l'application

R→ Q ∪ {∞}, x 7→ vp(x
(0)).

Elle s'étend à Frac(R) par vR(xy−1) = vR(x)− vR(y).

5.3 Anneaux (F,G)-réguliers

Références : [FO, section 2.1] et [BC, section 5].

Dans cette partie, nous allons décrire la situation abstraite générale que nous
allons appliquer de nombreuses fois par la suite à des anneaux particuliers, a�n
de classi�er des représentations du groupe de Galois d'un corps p-adique. On se
donne B un anneau topologique et G un groupe topologique qui agit continûment
par isomorphismes d'anneaux sur B. Soit E = BG, et supposons que E soit un
corps. Considérons �nalement F un sous-corps fermé de E.

Dé�nition 5.3.1. (Anneaux (F,G)-réguliers)
On dit que B est (F,G)-régulier si :
(i) L'anneau B est intègre.
(ii) On a (Frac(B))G = E.
(iii) Pour tout b ∈ B non nul, si g(b) ∈ Fb pour tout g ∈ G, alors b est inversible.
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Considérons maintenant V une représentation continue de G sur F de dimension
�nie. En choisissant di�érents anneaux B, on classi�era les représentations grâce
à la dé�nition suivante :

Dé�nition 5.3.2. (Représentations B-admissibles)
On dit que la représentation V est B-admissible si B⊗FV est une B-représentation
triviale de G, c'est-à dire une B-représentation de G isomorphe à Bn pour un cer-
tain n.

A�n de caractériser autrement les représentations B-admissibles, il convient de
dé�nir le E-espace vectoriel DB(V ) = (B ⊗F V )G ainsi que le morphisme de B-
modules :

αV : B ⊗E DB(V )→ B ⊗F V, λ⊗ x 7→ λx.

En e�et, le théorème suivant s'avère particulièrement utile lorsque B est (F,G)-
régulier (et ce sera toujours le cas dans la suite) :

Théorème 5.3.3. (Caractérisation des représentations B-admissibles)
Supposons que B est (F,G)-régulier. Alors αV est injectif et dimE(DB(V )) ≤
dimF (V ). De plus, les a�rmations suivantes sont équivalentes :
(i) La représentation V est B-admissible.
(ii) Le morphisme injectif αV est un isomorphisme.
(iii) On a l'égalité dimE(DB(V )) = dimF (V ).

Nous sommes à présent en mesure de dé�nir di�érents types de représentations en
choisissant certains anneaux B particuliers.

5.4 Représentations de Hodge-Tate

Références : [FO, section 5.1] et [BC, sections 2.3 et 2.4].

Considérons un corps p-adique K. Le module de Tate, noté Zp(1) de K est par
dé�nition lim

←−
µpn(K), où µpn(K) désigne les racines pn-èmes de l'unité dans K. On

peut le munir d'une action de Zp par λ(x0, x1, x2, ...) = (xλ mod 1
0 , xλ mod p

1 , xλ mod p2

2 , ...),
pour λ ∈ Zp et (xi)i ∈ Zp(1). Le module de Tate est alors un Zp-module libre
de rang 1. Il est en plus muni d'une action naturelle de GK : σ(x0, x1, ...) =
(σ(x0), σ(x1), ...) pour σ ∈ GK et (xi)i ∈ Zp(1). On remarque que, si χ : GK → Zp
est le caractère cyclotomique, on a, pour x ∈ Zp(1) et σ ∈ GK , σx = χ(σ)x. Par
conséquent, nous pouvons écrire Zp(1) = Zpt, où t est un générateur du module
de Tate, avec une action de GK donnée par σt = χ(σ)t, pour σ ∈ GK .
On peut maintenant dé�nir le module Zp(i) = Z⊗ip pour i ≥ 0 et le module
Zp(i) = HomZp(Zp(−i),Zp) pour i < 0. Ainsi, pour tout i, Zp(i) est un Zp-module
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libre de rang 1 muni d'une action naturelle de GK , et on remarque que, pour
σ ∈ GK et x ∈ Zp(i), σx = χi(σ)x.

Dé�nition 5.4.1. Anneau de Hodge-Tate
On dé�nit l'anneau de Hodge-Tate par BHT = ⊕i∈ZC(i) = C

[
t, 1

t

]
. C'est un

anneau topologique gradué.

On peut alors véri�er assez aisément que l'anneau de Hodge-Tate est (Qp, GK)-
régulier, avec BGK

HT = K. Par conséquent, il semble naturel d'utiliser la partie
précédente a�n de classi�er certains types de représentations à l'aide de l'anneau
BHT , d'où la dé�nition :

Dé�nition 5.4.2. (Représentations de Hodge-Tate)
Soit V une représentation continue p-adique de GK. On note DHT (V ) = (BHT⊗Qp
V )GK . On dit que V est de Hodge-Tate si V est BHT -admissible, ou, de manière
équivalente, si dimKDHT (V ) = dimQpV .

On remarque de plus que DHT (V ) =
⊕

i∈Z gr
iDHT (V ) où griDHT (V ) = (C(i) ⊗

V )GK . Les poids de Hodge-Tate de V sont alors par dé�nition les entiers i tels
que griDHT (V ) 6= 0, comptés avec la multiplicité dimQp gr

iDHT (V ).

5.5 Représentations de de Rham

Références : [FO, section 5.2] et [BC, sections 4.4 et 6].

Nous allons maintenant nous intéresser à l'anneauW (R). Comme nous l'avons déjà
vu, un élément x = (x0, x1, x2, ...) ∈ W (R) peut être interprété de deux manières :
on peut écrire xm = (xm,r)r avec xm,r ∈ OC/p et xpm,r+1 = xm,r, ou bien on peut

écrire xm = (x
(r)
m )r avec x

(r)
m ∈ OC et (x

(r+1)
m )p = x

(r)
m . On a alors un morphisme

W (R) → Wn(OC/p), x 7→ (x0,n, x1,n, ..., xn−1,n), et les morphismes ainsi obtenus
rendent le diagramme suivant commutatif :

Wn+1(OC/p)
fn:(x0,...,xn) 7→(xp0,...,x

p
n−1)

��
W (R)

88ppppppppppp
// Wn(OC/p)

On véri�e alors que W (R) ∼= lim
←−

Wn(OC/p) où les �èches de transition sont les fn.

On peut maintenant considérer les morphismes d'anneaux

wn+1 : Wn+1(OC)→ OC/pn, (x0, ..., xn) 7→ Wn(x0, ..., xn)

vn : Wn+1(OC) � Wn(OC/p), (x0, ..., xn) 7→ (x0, ..., xn−1).
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On remarque que Ker(vn) ⊆ Ker(wn+1). Il existe donc un unique morphisme
d'anneaux θn : Wn(OC/p) → OC/pn tel que wn+1 = vn ◦ θn. On remarque immé-

diatement que θn(x0, ..., xn−1) =
∑n−1

i=0 p
ixp

n−i

i pour (x0, ..., xn−1) ∈ OC . On dispose
donc d'un diagramme commutatif :

Wn+1(OC/p)
θn+1 //

fn
��

OC/pn+1

��
Wn(OC/p) θn

// OC/pn

En prenant la limite projective, nous obtenons ainsi un morphisme d'anneaux
θ : W (R) → OC . Nous pouvons alors décrire explicitement ce morphisme via le
lemme suivant :

Lemme 5.5.1. (Le morphisme θ)
Soit x = (x0, x1, ...) ∈ W (R), avec xn ∈ R. Notons xn = (x

(r)
n )r≥0, avec x

(r)
n ∈ OC.

Alors θ(x) =
∑

n≥0 p
nx

(n)
n .

La proposition suivante permet de déterminer le noyau de θ :

Proposition 5.5.2. (Noyau de θ)
Soit $ ∈ R tel que $(0) = −p, et notons ξ = ($, 1, 0, 0, ...). Alors θ est surjective
et son noyau est l'idéal engendré par ξ. De plus,

⋂
n≥0(Ker(θ))n = 0.

On remarque immédiatement que θ s'étend continûment en θ : W (R)
[

1
p

]
→ C.

L'extension est toujours surjective, et son noyau est l'idéal ξW (R)
[

1
p

]
. Nous pou-

vons à présent dé�nir l'anneau de de Rham :

Dé�nition 5.5.3. (Anneau de de Rham)

L'anneau de de Rham est, par dé�nition : B+
dR = lim

←−
W (R)

[
1

p

]
/(Ker(θ))n =

lim
←−

W (R)

[
1

p

]
/(ξ)n. C'est le completé de W (R)

[
1
p

]
pour la topologie Ker(θ)-

adique. On appelle BdR le corps des fractions de B+
dR.

On remarque immédiatement que B+
dR est un anneau de valuation discrète de

corps résiduel C, et que W (R)
[

1
p

]
s'injecte dans B+

dR. Comme C contient K et

comme K/Qp est séparable, le lemme de Hensel permet de construire une injection
K ↪→ B+

dR, de sorte que nous pouvons voir K comme un sous-anneau de B+
dR.

De plus, en notant FiliBdR = (Ker(θ))iB+
dR, on obtient une �ltration de BdR.
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L'action de GK sur W (R)
[

1
p

]
laisse Ker(θ) invariant, d'où une action naturelle

de GK sur B+
dR et sur BdR. A�n d'étudier cette action, on considère ε ∈ R tel que

ε(0) = 1 et ε(1) 6= 1. On remarque [ε] − 1 ∈ Ker(θ). Par conséquent, la série t =

log[ε] =
∑

n≥1(−1)n+1 ([ε]−1)n

n
converge dans B+

dR. On observe immédiatement que
t ∈ Fil1BdR. La proposition suivante établit en fait que t est une uniformisante :

Proposition 5.5.4. (Uniformisante de B+
dR)

L'élément t n'appartient pas à Fil2BdR et est donc une uniformisante de B+
dR.

Cette uniformisante est très utile pour comprendre l'action deGK surBdR. En e�et,
pour σ ∈ GK , on peut montrer que σt = χ(σ)t, et donc FiliBdR = B+

dR(i). Ainsi,
si l'on note griBdR = FiliBdR/F il

i+1BdR et grBdR =
⊕

i∈Z gr
iBdR, on obtient que

grBdR =
⊕

iC(i), d'où :

Proposition 5.5.5. (Anneaux de Hodge-Tate et de de Rham)
On a grBdR = BHT .

Par conséquent, toute l'information de l'anneau BHT est contenue dans BdR.

Jusqu'ici, nous avons construit un anneau intègre topologique BdR muni d'une
action continue de GK , tel que B

GK
dR = K. Comme BdR est un corps, cela im-

pose automatiquement que BdR est (Qp, GK)-régulier. Nous pouvons donc appli-
quer la théorie générale des représentations admissibles que nous avons dévelop-
pée précédemment. Pour V représentation p-adique continue de GK , on pose donc
DdR(V ) = (BdR ⊗Qp V )GK et on dé�nit :

Dé�nition 5.5.6. (Représentations de de Rham)
On dit que V est de Rham si V est BdR-admissible.

Rappelons queBdR possède une �ltration décroissante Fili(BdR) telle que
⋃
i∈Z Fil

i(BdR) =
BdR et

⋂
i∈Z Fil

i(BdR) = 0. Par conséquent, le K-espace vectoriel DdR(V ) possède
une �ltration décroissante exhaustive et séparée Fili(DdR(V )) = (Fili(BdR) ⊗Qp
V )GK . Il semble alors naturel d'introduire la catégorie des K-espaces vectoriels
�ltrés :

Dé�nition 5.5.7. (Espaces vectoriels �ltrés)
On note FilK la catégorie des K-espaces vectoriels D de dimension �nie munis
d'une �ltration (Fili(D))i∈Z décroissante, exhaustive et séparée. Un morphisme
d'espaces vectoriels �ltrés est une application linéaire qui respecte les �ltrations.

On remarque immédiatement que cette catégorie admet des noyaux et des co-
noyaux, mais n'est pas abélienne. Par exemple, considérons les modules �ltrés D
et D′ dé�nis comme suit : D = D′ = K, avec les �ltrations FiliD = K si i ≤ 0
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et FiliD = 0 si i > 0, FiliD′ = K si i ≤ 1 et FiliD′ = 0 si i > 1. L'identité
Id : D → D′ est un morphisme d'espaces �ltrés. Son noyau et son conoyau sont
nuls, mais elle n'est pas un isomorphisme, donc FilK n'est pas une catégorie abé-
lienne.
On peut cependant dé�nir une notion de suite exacte, ainsi qu'un produit tensoriel
et un dual :

Dé�nition 5.5.8. (Suites exactes courtes, produits tensoriels, duaux)

(i) On dit que

0 // D′
f // D

g // D′′ // 0

est une suite exacte courte d'espaces �ltrés si pour tout i ∈ Z, la suite
d'espaces vectoriels

0 // FiliD′
f // FiliD

g // FiliD′′ // 0

est exacte.
(ii) Soient D et D′ deux espaces �ltrés. On note D ⊗ D′ l'espace �ltré qui est
D ⊗K D′ en tant qu'espace vectoriel, muni de la �ltration Fili(D ⊗ D′) =∑

j+j′=i Fil
jD ⊗K Filj

′
D′.

(iii) Soit D un espace �ltré. On note D∗ l'espace �ltré qui est LK(D,K) en tant
qu'espace vectoriel, muni de la �ltration FiliD∗ = (Fil−i+1D)⊥.

Nous disposons d'un foncteur DdR : RepdRQp(GK) → FilK , où RepdRQp(GK) désigne
la catégorie des représentations p-adiques de GK qui sont de de Rham. Ce foncteur
possède les propriétés importantes suivantes :

Théorème 5.5.9. (Propriétés du foncteur DdR)
Le foncteur DdR est exact et �dèle, et est compatible avec les produits tensoriels et
la dualité.

Ce sont bien évidemment de bonnes propriétés du foncteurDdR, mais nous sommes
insatisfaits, parce que DdR n'est pas pleinement �dèle, et donc ne permet pas
d'établir une équivalence de catégories entre les représentations p-adiques de GK

de de Rham et une sous-catégorie pleine de FilK . C'est pourquoi nous allons
introduire dans la suite des anneaux avec des structures plus �nes que BdR. Mais
avant cela, étudions les liens entre les représentations de de Rham et celles de
Hodge-Tate.
Soit V une représentation p-adique de GK . On a alors des suites exactes :

0→ Fili+1BdR → FiliBdR → C(i)→ 0
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0→ Fili+1BdR ⊗Qp V → FiliBdR ⊗Qp V → C(i)⊗Qp V → 0

0→ Fili+1DdR(V )→ FiliDdR(V )→ (C(i)⊗Qp V )GK

Donc, si l'on pose griDdR(V ) = FiliDdR(V )/F ili+1DdR(V ), alors :⊕
i∈Z

griDdR(V ) ↪→
⊕
i∈Z

(C(i)⊗Qp V )GK = DHT (V ).

En notant grDdR(V ) =
⊕

i∈Z gr
iDdR(V ), on obtient facilement le théorème sui-

vant :

Théorème 5.5.10. (De Rham implique Hodge-Tate)
On a toujours une inclusion grDdR(V ) ↪→ DHT (V ). Si V est de de Rham, alors V
est de Hodge-Tate, et grDdR(V ) = DHT (V ).

Il est alors naturel de se demander s'il existe des représentations de Hodge-Tate
qui ne sont pas de de Rham. La réponse est oui, mais c'est nettement plus di�cile
à établir. Pour ce faire, on peut montrer qu'il existe une représentation p-adique V
de GK qui est une extension non triviale de Qp(1) par Qp, puis que cette extension
V est de Hodge-Tate mais pas de de Rham.
Tentons maintenant d'améliorer notre anneau de périodes BdR pour obtenir des
équivalences entre des catégories de représentations et des catégories provenant de
l'algèbre linéaire.

5.6 Représentations cristallines

Références : [FO, sections 6.1 et 6.3] et [BC, section 9.1].

Introduisons de nouveaux anneaux de périodes :

Dé�nition 5.6.1. (Anneaux cristallins)

(i) On appelle A0
cris le sous-anneau de W (R)

[
1
p

]
engendré par W (R) et les am

m!

pour a ∈ Ker(θ). Autrement dit, A0
cris = {

∑N
i=0 xi

ξm

m!
: N ∈ N, xi ∈ W (R)}.

(ii) On appelle Acris l'anneau lim
←−

A0
cris/p

n. C'est un anneau p-adiquement séparé

et complet : c'est la complétion de A0
cris pour la topologie p-adique.

(iii) On appelle B+
cris l'anneau Acris

[
1
p

]
.
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En fait, A0
cris, Acris et Bcris sont stables pour l'action de GK , et on peut prouver

que l'on a un diagramme commutatif :

B+
cris � s

%%KKKKKKKKKK

Acris
� � //

?�

OO

B+
dR

A0
cris

� � //
?�

OO

W (R)
[

1
p

]?�

OO

compatible avec l'action de GK . De plus, l'image de Acris dans B
+
dR est l'ensemble

des
∑∞

n=0 an
ξm

m!
pour an une suite de W (R) qui converge p-adiquement vers 0, et

l'image de B+
cris est l'ensemble des

∑∞
n=0 an

ξm

m!
pour an une suite de W (R)

[
1
p

]
qui

converge p-adiquement vers 0. Rappelons que nous avons introduit un élément de
B+
dR dé�ni par t =

∑∞
n=1

([ε]−1)n

n
. Il est alors assez aisé de prouver que t appartient

à Acris et que tp−1 appartient à pAcris, et donc on peut dé�nir :

Dé�nition 5.6.2. (L'anneau Bcris)
On appelle Bcris le sous-anneau Acris

[
1
t

]
de BdR. C'est en fait aussi l'anneau

B+
cris

[
1
t

]
.

A�n d'établir des équivalences entre certaines catégories de représentations galoi-
siennes et certaines catégories provenant de l'algèbre linéaire, il est fondamental
de munir Bcris d'un Frobenius. Nous disposons de l'automorphisme de Frobenius
de W (R) : φ : (a0, a1, ...) 7→ (ap0, a

p
1, ...). Il est clair qu'il existe η ∈ W (R) tel que

φ(ξ) = ξp + pη, et nous pouvons alors étendre φ à A0
cris en posant

φ

(
ξm

m!

)
=
pm

m!

(
η + (p− 1)!

ξp

p!

)m
∈ A0

cris.

On peut ensuite prolonger φ à Acris par continuité, puis à B
+
cris en posant φ

(
1
p

)
=

1
p
. On remarque de plus que φ(t) = pt, et donc on peut étendre φ à Bcris en posant

φ
(

1
t

)
= 1

pt
. On peut �nalement véri�er que φ commute avec l'action de GK . Le

morphisme d'anneaux φ : Bcris → Bcris est appelé le Frobenius, et il est possible
de prouver que φ est injectif.

Dans toute la suite de cette section, nous noterons K0 la sous-extension maximale
non rami�ée de K/Qp et ϕ le Frobenius de K0. A�n de dé�nir des représentations
cristallines, c'est-à dire Bcris-admissibles, il nous faut la propriété fondamentale
suivante :

46



Proposition 5.6.3. (Régularité de Bcris)
L'anneau Bcris est (Qp, GK)-régulier, avec (Bcris)

GK = (B+
cris)

GK = K0.

Considérons maintenant V une représentation p-adique de GK . Notons Dcris(V ) =
(Bcris ⊗Qp V )GK et dé�nissons :

Dé�nition 5.6.4. (Représentations cristallines)
On dit que V est cristalline si elle est Bcris-admissible.

Remarquons que Dcris(V ) est un K0-espace vectoriel de dimension �nie, qui est
muni d'un endomorphisme ϕ-semi-linéaire bijectif induit parBcris⊗QpV → Bcris⊗Qp
V, b⊗v 7→ φ(b)⊗v. De plus, Dcris(V )⊗K0K est muni d'une �ltration décroissante,
exhaustive et séparée : Fili(Dcris(V )⊗K0 K) = (Dcris(V )⊗K0 K)∩Fili(DdR(V )).
Il est donc naturel d'introduire la catégorie :

Dé�nition 5.6.5. (Catégorie des φ-modules �ltrés)
Un φ-module �ltré sur K est un K0-espace vectoriel D de dimension �nie muni
d'un endomorphisme ϕ-semi-linéaire φ : D → D et d'une �ltration (Fili(DK))i∈Z
de DK = D⊗K0K décroissante, exhaustive et séparée. L'endomorphisme φ est ap-
pelé le Frobenius. Un morphisme D → D′ de φ-modules �ltrés est une application
K0-linéaire f : D → D′ compatible avec les Frobenius et telle que fK : DK → D′K
est compatible avec les �ltrations. Cela dé�nit une catégorie que l'on notera MF φ

K.

La catégorie des φ-modules �ltrés est additive (mais pas abélienne). On voit immé-
diatement que Dcris est un foncteur de RepcrisQp (GK), catégorie des représentations

p-adiques cristallines de GK , dans MF φ
K . Ce foncteur est fondamental puisqu'il va

permettre d'établir une équivalence de catégories entre RepcrisQp (GK) et certaines
catégories provenant de l'algèbre linéaire. Voici un premier résultat dans ce sens :

Proposition 5.6.6. (Propriétés du foncteur Dcris)
Le foncteur Dcris : RepcrisQp (GK)→MF φ

K est exact et pleinement �dèle.

A�n d'établir une équivalence de catégories, il nous faut déterminer l'image essen-
tielle de Dcris. Mais avant de traiter ce problème, nous allons dé�nir un anneau de
périodes de plus et introduire les représentations semi-stables.

5.7 Représentations semi-stables

Références : [FO, section 6.1 et 6.3] et [BC, section 9.2].

Dans cette section, nous allons construire l'anneau de périodes Bst. Pour ce faire,
nous avons d'abord besoin de dé�nir un logarithme. Rappelons que nous disposons
d'une valuation vR sur Frac(R). Nous pouvons donc poser U+

R = {x ∈ R : vR(x−
1) > 0} et U1

R = {x ∈ R : vR(x − 1) ≥ 1}. On dé�nit alors le logarithme en trois
étapes :
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(i) Pour x ∈ U1
R, on pose log x =

∑∞
n=1(−1)n+1 ([x]−1)n

n
∈ BdR.

(ii) Pour x ∈ U+
R , on peut trouver m ∈ N tel que xp

m ∈ U1
R, et l'on pose alors

log x = log[xp
m

]
pm

.

(iii) Rappelons que R× = k
× × U+

R . Pour x ∈ R×, on écrit alors x = ay avec
a ∈ k× et y ∈ U+

R , puis on pose log x = log y.
Rappelons que nous disposons d'un élément $ ∈ R× tel que $(0) = −p. Par
conséquent, log$ est bien dé�ni. On peut donc introduire l'anneau de périodes :

Dé�nition 5.7.1. (L'anneau Bst)
On appelle Bst la sous-Bcris-algèbre de BdR engendrée par log$.

La sous-algèbre Bst de BdR est alors stable sous l'action de GK , puisque log(g$) =
log$ + χ(g)t pour g ∈ GK , où t = log ε avec ε ∈ R tel que ε(0) = 1 et ε(1) 6= 1.
Le théorème suivant permet de mieux comprendre la structure algébrique de Bst

ainsi que l'action de GK :

Théorème 5.7.2. (Propriétés de Bst)

(i) Le morphisme de Bcris-algèbres Bcris[X]→ Bst qui envoie X sur log$ est un
isomorphisme.

(ii) On a Frac(Bst)
GK = BGK

st = K0.
(iii) L'application K-linéaire naturelle K ⊗K0 Bst → BdR est injective.

Encore une fois, a�n de donner des équivalences entre des catégories de représen-
tations galoisiennes et des catégories provenant de l'algèbre linéaire, nous devons
munir Bst de deux structures supplémentaires : un Frobenius et un opérateur de
monodromie.
Rappelons que nous avons déjà construit un Frobenius φ sur Bcris. Le Frobenius
sur Bst est alors par dé�nition le morphisme d'anneaux Bst → Bst qui étend φ et
qui envoie log$ sur p log$. On le note toujours φ. On peut alors prouver que φ
commute avec l'action de GK et est injectif.
Dé�nissons maintenant l'opérateur de monodromie :

Dé�nition 5.7.3. (Monodromie)
L'opérateur de monodromie de Bst est l'unique Bcris-dérivation N de Bst telle
que N(log$) = −1. Plus explicitement,

N

(
∞∑
n=0

bn(log$)n

)
= −

∞∑
n=0

nbn(log$)n−1.

Comme Bcris[X] ∼= Bst, la monodromie est surjective et son noyau n'est autre que
Bcris, d'où une suite exacte Bcris-modules :

0 // Bcris
// Bst

N // Bst
// 0
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De plus, il n'est pas di�cile de prouver les relations suivantes de compatibilité de
la monodromie avec l'action de GK et avec le Frobenius :

Proposition 5.7.4. (Compatibilité de la monodromie)
On a gN = Ng pour g ∈ GK et Nφ = pφN .

À l'aide du théorème 5.7.2 il est possible de montrer que Bst est (Qp, GK)-régulier.
Étant donnée une représentation p-adique V de GK , il est alors naturel de poser
Dst(V ) = (Bst ⊗Qp V )GK , et de dé�nir :

Dé�nition 5.7.5. (Représentations semi-stables)
On dit que V est semi-stable si elle est Bst-admissible.

Considérons V une représentation p-adique quelconque. D'après le théorème 5.7.2,
on sait que K ⊗K0 Bst ↪→ BdR . Par conséquent :

K⊗K0Dst(V ) = K⊗K0(Bst⊗QpV )GK = ((K⊗K0Bst)⊗QpV )GK ↪→ (BdR⊗QpV )GK = DdR(V ).

Si V est semi-stable, alors dimK0 Dst(V ) = dimQp V , d'où :

dimK DdR(V ) ≤ dimQp V = dimK(K ⊗K0 V ) ≤ dimK DdR(V ),

et dimK DdR(V ) = dimQp V . On en déduit que :

Proposition 5.7.6. (Semi-stable implique de Rham)
Si V est semi-stable, alors V est de Rham, et DdR(V ) = K ⊗K0 Dst(V ).

Il y a aussi un rapport entre les représentations semi-stables et les représenta-
tions cristallines. En e�et, soit V une représentation p-adique de GK . Comme
Bcris = Ker(N : Bst → Bst), on a Dcris(V ) = Ker(N : Dst(V ) → Dst(V )). Par
conséquent, si V est cristalline, alors V est semi-stable et on a Dcris(V ) ∼= Dst(V ) :
cet isomorphisme, a priori de K0-espaces vectoriels, est en fait un isomorphisme
dans MF φ

K . Réciproquement, si V est semi-stable et N = 0 sur Dst(V ), alors
Dcris(V ) = Dst(V ) et V est cristalline. On en déduit :

Proposition 5.7.7. (Cristalline implique semi-stable)
Une représentation p-adique V de GK est cristalline si, et seulement si, V est semi-
stable et la monodromie est nulle sur Dst(V ). De plus, dans ce cas, Dcris(V ) =
Dst(V ) dans MF φ

K.

Étudions maintenant le K0-espace vectoriel de dimension �nie Dst(V ) pour V une
représentation p-adique quelconque. Nous savons que Bst est muni d'un Frobenius
et d'une monodromie. Nous pouvons donc dé�nir un Frobenius et une monodromie
sur Bst ⊗Qp V par :

φ(b⊗ v) = φ(b)⊗ v,N(b⊗ v) = N(b)⊗ v.
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De cette manière, φ et N commutent clairement avec l'actions de GK , et Nφ =
pφN . Par conséquent, Dst(V ) est un K0-espace vectoriel de dimension �nie stable
par φ et N sur lequel φ est bijectif (puisque le Frobenius sur Bst est injectif). De
plus, Dst(V ) ⊗K0K ⊆ DdR(V ) est muni d'une �ltration décroissante, exhaustive
et séparée : Fili(Dst(V ) ⊗K0 K) = (Dst(V ) ⊗K0 K) ∩ Fili(DdR(V )). Il est donc
naturel d'introduire la catégorie des (φ,N)-modules �ltrés :

Dé�nition 5.7.8. (Catégorie des (φ,N)-modules �ltrés)
(A) Un (φ,N)-module sur K0 est un K0-espace vectoriel D muni de deux appli-
cations φ,N : D → D telles que :
(i) φ est semi-linéaire par rapport au Frobenius ϕ sur K0.
(ii) N est une application K0-linéaire.
(iii) Nφ = pφN .
On dit que φ est le Frobenius sur D, et que N est la monodromie.
Un morphisme D → D′ de (φ,N)-modules sur K0 est une application K0-
linéaire qui commute avec φ et avec N .

(B) Un (φ,N)-module �ltré sur K est un (φ,N)-module D sur K0 muni d'une
�ltration décroissante, exhaustive et séparée de DK = D ⊗K0 K.
Un morphisme f : D → D′ de (φ,N)-modules �ltrés est un morphisme de
(φ,N)-modules tel que fK : DK → D′K est compatible avec les �ltrations. On
notera MF φ,N

K la catégories de (φ,N)-modules �ltrés sur K.

On remarque immédiatement que la catégorie des (φ,N)-modules sur K0 est abé-
lienne, et que la catégorie des (φ,N)-modules �ltrés sur K est additive (mais pas
abélienne). On voit immédiatement que Dcris est un foncteur de RepstQp(GK), caté-

gorie des représentations p-adiques semi-stables de GK , dans MF φ,N
K . Ce foncteur

est fondamental puisqu'il va permettre d'établir une équivalence de catégories entre
RepstQp(GK) et certaines catégories provenant de l'algèbre linéaire. Voici un premier
résultat dans ce sens :

Proposition 5.7.9. (Propriétés du foncteur Dcris)
Le foncteur Dst : RepstQp(GK)→MF φ

K est exact et pleinement �dèle.

A�n d'établir une équivalence de catégories, il nous faut déterminer l'image es-
sentielle de Dst. C'est ce problème que nous traitons dans le section suivante, en
introduisant des modules �ltrés admissibles.

5.8 Admissibilité des modules �ltrés et équivalences de ca-
tégories

Références : [FO, sections 6.4 et 6.5.2] et [BC, sections 8 et 9.3].
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Dans cette partie, nous allons déterminer les images essentielles de Dcris et de Dst.
Pour ce faire, nous allons introduire deux entiers associés à un φ-module �ltré D :
tN(D) et tH(D). Ces deux entiers vont nous permettre de relier le Frobenius et la
�ltration d'un φ-module �ltré. Les indices N et H désignent ici Newton et Hodge.
Soit D un φ-module �ltré sur K de dimension �nie sur lequel φ est bijectif. Pour
i ∈ Z, on note griDK = Fili(DK)/F ili+1(DK). On dé�nit alors :

tH(D) =
∑
i∈Z

i dimK(griDK).

Cet entier, appelé nombre de Hodge, ne dépend bien évidemment que de la
�ltration de DK .

Remarque 5.8.1. (Polygone de Hodge)
Au module �ltré DK, on peut associer un polygone convexe dans le plan comme
suit. Notons i1 < i2 < ... < ir les indices i ∈ Z tels que griDK 6= 0. En partant de
l'origine (0, 0) et en se déplaçant vers la droite, on dessine les uns à la suite des
autres r-segments de pentes successives i1, ..., ir et tels que leurs projections sur
l'axe des abscisses soient de longueurs successives dimK gri1DK , ..., dimK grirDK.
L'extrémité du dernier segment ainsi dessiné a pour abscisse dimK DK et pour
ordonnée tH(D).

Fixons maintenant une base de D sur K0, et soit A la matrice de φ dans cette
base. Il est clair que, comme φ est semi-linéaire, le déterminant de A dépend du
choix de la base. Par contre, sa valuation p-adique n'en dépend pas. On pose donc
tN(D) = vp(detA). Cet entier, que l'on appelle nombre de Newton, ne dépend
que du Frobenius de D.

Remarque 5.8.2. (Polygone de Newton)
Notons q = pr = |k|. L'application φr : D → D est alors K0-linéaire, et on peut
donc parler de ses valeurs propres. L'ensemble des vp(λ)

vp(q)
pour λ valeur propre de

φr est appelé l'ensemble des pentes de D (attention, les pentes sont comptées avec
multiplicités). On peut alors associer à D un polygone convexe dans le plan comme
suit. Soient λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λs les pentes de D où s = dimK0 D. En partant de
l'origine (0, 0) et en se déplaçant vers la droite, on dessine les uns à la suite des
autres s-segments de pentes successives λ1, ..., λs et tels que leurs projections sur
l'axe des abscisses soient toutes de longueur 1. L'extrémité du dernier segment
ainsi construit a pour abscisse s = dimK0 D et pour ordonnée tN(D).

Nous avons donc construit deux entiers qui sont associés à un φ-module �ltré, l'un
d'entre eux dépendant de la �ltration et l'autre du Frobenius. Remarquons aussi
que les quantités tN(D) et tH(D) sont aussi dé�nies pour un (φ,N)-module �ltré.
A�n de décrire les images essentielles des foncteurs Dcris et Dst, il convient de
dé�nir la notion de (φ,N)-module �ltré faiblement admissible :
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Dé�nition 5.8.3. ((φ,N)-modules �ltrés faiblement admissibles)
Soit D un (φ,N)-module �ltré sur K. On dit que D est faiblement admissible
si D est de dimension �nie, le Frobenius φ est bijectif, tH(D) = tN(D) et, pour
tout sous-(φ,N)-module �ltré D′ de D, tH(D′) ≤ tN(D′). Les (φ,N)-modules �l-
trés faiblement admissibles forment une sous-catégorie pleine de MF φ,N

K , que l'on
notera MF φ,N,ad

K .

Bien évidemment, on peut dé�nir de la même manière un φ-module �ltré fai-
blement admissible : c'est tout simplement un (φ,N)-module �ltré faiblement
admissible pour lequel N = 0. On noteraMF φ,ad

K la catégorie des φ-modules �ltrés
faiblement admissibles sur K.
Rappelons maintenant que Dcris : RepcrisQp (GK) → MF φ

K et Dst : RepstQp(GK) →
MF φ,N

K sont deux foncteurs pleinement �dèles. Nous disposons aussi des deux
foncteurs suivants :

Vcris : MF φ
K → RepQp(GK)

D 7→ {v ∈ Bcris ⊗K0 D : φ(v) = v, v ⊗ 1 ∈ Fil0(Bcris ⊗K0 D ⊗K0 K)}

Vst : MF φ,N
K → RepQp(GK)

D 7→ {v ∈ Bst ⊗K0 D : φ(v) = v,N(v) = 0, v ⊗ 1 ∈ Fil0(Bst ⊗K0 D ⊗K0 K)}

Nous pouvons à présent préciser l'image essentielle des foncteurs Dcris et Dst :

Théorème 5.8.4. (Équivalences de catégories)

(i) Si V est une représentation p-adique cristalline de GK, alors Dcris(V ) est un
φ-module �ltré faiblement admissible sur K.

(ii) Si D est un φ-module �ltré faiblement admissible sur K, alors Vcris(D) est
une représentation cristalline de GK.

(iii) Le foncteur Dcris : RepcrisQp (GK) → MF φ,ad
K est une équivalence de catégories

de quasi-inverse Vcris.
(iv) Si V est une représentation p-adique semi-stable de GK, alors Dst(V ) est un

(φ,N)-module �ltré faiblement admissible sur K.
(v) Si D est un (φ,N)-module �ltré faiblement admissible sur K, alors Vst(D) est
une représentation semi-stable de GK.

(vi) Le foncteur Dst : RepstQp(GK) → MF φ,N,ad
K est une équivalence de catégories

de quasi-inverse Vst.

Ce théorème important a été démontré par Pierre Colmez et Jean-Marc Fontaine
en 2000.
Pour terminer, remarquons que nous avons aussi des versions contravariantes de
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ces équivalences de catégories. En e�et, dé�nissons les foncteurs contravariants
suivants :

D∗cris :RepQp(GK)→MF φ
K

V 7→ HomGK (V,Bcris)

V ∗cris :MF φ
K → RepQp(GK)

D 7→ Homφ(D,Bcris) ∩HomFil(DK , BdR)

D∗st :RepQp(GK)→MF φ,N
K

D 7→ HomGK (V,Bst)

V ∗st :MF φ,N
K → RepQp(GK)

D 7→ Homφ,N(D,Bcris) ∩HomFil(DK , BdR)

Comme on a D∗cris(V ) = Dcris(V
∗), V ∗cris(D) = Vcris(D

∗), D∗st(V ) = Dst(V
∗) et

V ∗st(D) = Vst(D
∗), on a alors le corollaire suivant :

Corollaire 5.8.5. (Anti-équivalences de catégories)

(i) Si V est une représentation p-adique cristalline de GK, alors D∗cris(V ) est un
φ-module �ltré faiblement admissible sur K.

(ii) Si D est un φ-module �ltré faiblement admissible sur K, alors V ∗cris(D) est
une représentation cristalline de GK.

(iii) Le foncteur D∗cris : RepcrisQp (GK) → MF φ,ad
K est une anti-équivalence de caté-

gories de quasi-inverse V ∗cris.
(iv) Si V est une représentation p-adique semi-stable de GK, alors D∗st(V ) est un

(φ,N)-module �ltré faiblement admissible sur K.
(v) Si D est un (φ,N)-module �ltré faiblement admissible sur K, alors V ∗st(D) est
une représentation semi-stable de GK.

(vi) Le foncteur D∗st : RepstQp(GK)→MF φ,N,ad
K est une anti-équivalence de catégo-

ries de quasi-inverse Vst.

5.9 Caractères

Référence : [BC, sections 6.3 et 9.3].

Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés des caractères de GK : à
quelles conditions sont-ils semi-stables ou cristallins ? Pour ce faire, il convient de
comprendre que, pour étudier les propriétés d'une représentation de GK , il su�t
de connaître sa restriction au sous-groupe d'inertie :
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Proposition 5.9.1. (Semi-stabilité et restriction au sous-groupe d'iner-
tie)
Soit K ′ une extension de K contenue dans C. On suppose de plus que K ′ est un
corps de valuation discrète complet. Soit V une représentation p-adique de GK.
(i) L'application naturelle DdR(V ) ⊗K K ′ → DdR(V |GK′ ) est un isomorphisme
dans FilK′.

(ii) La représentation V de GK est de de Rham si, et seulement si, la représenta-
tion V |GK′ de GK′ l'est.

(iii) Supposons maintenant que K ′ = K̂nr, et on note K ′0 la sous-extension maxi-
male non rami�ée de K ′. L'application naturelle Dst(V )⊗K0 K

′
0 → Dst(V |GK′ )

est un isomorphisme dans MF φ,N
K′ .

(iv) On suppose toujours que K ′ = K̂nr. La représentation V de GK est semi-
stable si, et seulement si, la représentation V |GK′ de GK′ = IK = Gal(K/Knr)
l'est.

En utilisant la proposition précédente pour remplacer K par K̂nr, on prouve que :

Proposition 5.9.2. (Caractères)
Soit χ : GK → Q×p un caractère continu. Les a�rmations suivantes sont équiva-
lentes :
(i) χ est semi-stable.
(ii) χ est cristallin.
(iii) il existe n ∈ Z tel que χ⊗Qp(n) est non rami�é.
De plus, dans (iii), n est le poids de Hodge-Tate de χ.

5.10 Représentations potentiellement semi-stables

Références : [FO, section 6.5.1] et [BC, section 9.3].

Nous allons introduire une dernière classe de représentations galoisiennes qui élar-
git la dé�nition des représentations semi-stables.

Dé�nition 5.10.1. (Représentations potentiellement B-admissibles)
Soit B une Qp-algèbre munie d'une action de GK. Supposons que B est (Qp, GK′)-
régulier pour toute extension �nie K ′ de K. On dit que V est potentiellement
B-admissible s'il existe une extension �nie K ′ de K telle que V est B-admissible
en tant que représentation de GK′.

La condition sur B décrite dans la dé�nition précédente est satisfaite par les an-
neaux BHT , BdR et Bst. Il se trouve que pour les anneaux BHT et BdR, la notion
de potentielle admissibilité est peu intéressante, puisque :
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Proposition 5.10.2. (Potentielle admissiblité)
Pour B = BHT ou BdR, une représentation p-adique est potentiellement B-admissible
si, et seulement si, elle est B-admissible.

Par contre, pour B = Bst, la potentielle admissibilité est nettement plus intéres-
sante, d'où la dé�nition :

Dé�nition 5.10.3. (Représentations potentiellement semi-stables)
On dit qu'une représentation p-adique de GK est potentiellement semi-stable
si elle est potentiellement Bst-admissible.

Si V est une représentation potentiellement semi-stable de GK , alors V est poten-
tiellement BdR-admissible, et donc V est de Rham. La réciproque est vraie, mais
est un théorème très profond dû au travail de Laurent Berger en 2002 pour le
ramener à une conjecture de la théorie des équations di�érentielles p-adiques (la
conjecture de Crew) et aux travaux de Yves André (2002), Zoghman Mebkhout
(2002) et Kiran Kedlaya (2004) pour prouver la conjecture de Crew elle-même :

Théorème 5.10.4. (Conjecture de la monodromie p-adique)
Une représentation de GK est potentiellement semi-stable si, et seulement si, elle
est de de Rham.

Pour résumer, nous avons les implications suivantes :

Cristalline⇒ Semi−stable⇒ Pot. semi−stable⇔ De Rham⇒ Hodge−Tate.

5.11 Coe�cients dans une extension de Qp

Soit E une extension �nie de Qp de degré d. Soit V une représentation de GK

sur E de dimension �nie. On peut alors voir V comme une représentation de GK

de dimension �nie sur Qp. On dira que V est de Hodge-Tate, de de Rham,
potentiellement semi-stable, semi-stable ou cristalline si elle l'est en tant
que représentation de GK sur Qp.
Soit maintenant V une représentation de Hodge-Tate de dimension n sur E et
supposons que E contienne la clôture normale de K dans K. Remarquons main-
tenant que DHT (V ) est unK⊗QpE-module. Pour chaque σ ∈ Hom(K,E), on pose
DHT,σ(V ) = DHT (V )⊗K⊗QpE,σ⊗IdE. Ainsi, on aDHT (V ) =

⊕
σ∈Hom(K,E) DHT,σ(V ).

De plus, si l'on pose Fili(DHT,σ(V )) = Fili(DHT (V )) ⊗K⊗QpE,σ⊗Id E, on ob-
tient que Fili(DHT (V )) =

⊕
σ∈Hom(K,E) Fil

i(DHT,σ(V )). On note alors HTσ(V )

l'ensemble des entiers i ∈ Z tels que gri(V ) 6= 0 comptés avec la multiplicité
dimE gri(DHT,σ(V )), de sorte que l'ensemble des poids HT (V ) que nous avons
dé�ni précédemment (en voyant V comme un Qp-espace vectoriel) est égal à
l'ensemble

⋃
σHTσ(V ) où la multiplicité de chaque élément a été multipliée par
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[E : Qp]. Comme il n'est pas intéressant de conserver ces répétitions, nous ap-
pellerons ensemble des poids de Hodge-Tate de V l'ensemble

⋃
σHTσ(V ) (avec

multiplicités) et nous le noterons HT (V ).

5.12 Représentations potentiellement semi-stables à coe�-
cients dans des extensions de Qp

Référence : [EGH, section 3.1].

Supposons que K est une extension �nie de Qp. Soient E une extension �nie de
Qp contenant la clôture normale de K et K ′ un corps intermédiaire de K/Qp tel
que K/K ′ est une extension galoisienne. Notons ϕ le Frobenius de K0.
Considérons V une représentation potentiellement semi-stable de GK′ sur E, qui
devient semi-stable sur GK . Dans ce cas, on sait que D∗st(V ) = HomGK (V,Bst)
est un (φ,N)-module �ltré sur K. Mais on remarque immédiatement que D∗st(V )
possède une structure plus riche : d'une part, D∗st(V ) est un K0 ⊗Qp E-module et
la �ltration est constituée de K ⊗Qp E-modules ; d'autre part, D∗st(V ) est muni
d'une action de Gal(K/K ′) qui est ϕ⊗Id-semilinéaire, induite par l'action de GK′

dé�nie par (g · f)(x) = gf(g−1x) pour g ∈ GK′ , f ∈ D∗st(V ) et x ∈ V . Il est donc
naturel d'introduire la catégorie des (φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés :

Dé�nition 5.12.1. ((φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés)
Un (φ,N,K/K ′, E)-module �ltré de rang n est un K0⊗Qp E-module D de rang
n muni de :
(i) une �ltration (FiliDK)i∈Z sur DK = K ⊗K0 D de sous-K ⊗Qp E-modules qui
est décroissante, exhaustive et séparée.

(ii) un automorphisme ϕ⊗ Id-semilinéaire φ.
(iii) un endomorphisme K0 ⊗Qp E-linéaire nilpotent N véri�ant Nφ = pφN .
(iv) une action de Gal(K/K ′) sur D qui est ϕ ⊗ Id-semilinéaire, qui commute
avec le Frobenius φ et la monodromie N et qui respecte la �ltration sur DK.

Un morphisme de (φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés est une application K0 ⊗Qp
E-linéaire qui commute avec φ, N et l'action de Gal(K/K ′), et qui respecte les
�ltrations. On dé�nit ainsi la catégorie des (φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés.
Un (φ,N,K/K ′, E)-module �ltré est dit faiblement admissible s'il est faiblement
admissible en tant que (φ,N)-module sur K.

Ainsi, si V est une représentation potentiellement semi-stable de GK′ sur E qui
devient semi-stable sur GK , alors D∗st(V ) est un (φ,N,K/K ′, E)-module �ltré fai-
blement admissible. Réciproquement, soit D un (φ,N,K/K ′, E)-module �ltré fai-
blement admissible, et posons

V ∗st(D) = Homφ,N(D,Bst) ∩HomFil(DK , BdR).
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C'est un E-espace vectoriel de dimension �nie muni d'une action de GK′ dé�nie
par (g · f)(x) = gf(g−1x), pour g ∈ GK′ , f ∈ V ∗st(D) et x ∈ D. Comme dans les
cas des représentations semi-stables à coe�cients dans Qp, D∗st et V

∗
st dé�nissent

des anti-équivalences de catégories :

Théorème 5.12.2. (Une anti-équivalence de catégories supplémentaire)
Le foncteur D∗st établit une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des
(φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés faiblement admissibles et celle des représentations
de GK′ à coe�cients dans E qui deviennent semi-stables sur GK, et V ∗st est le
foncteur quasi-inverse.

5.13 Théorie de Fontaine-La�aille

Références : [FL82] et [BM02, section 3.1].

Nous avons vu que D∗cris établit une anti-équivalence entre la catégorie des repré-
sentations cristallines de GK0 surQp et la catégorie des φ-modules �ltrés faiblement
admissibles sur K0. Étant donnée une représentation galoisienne de GK0 , on peut
trouver un réseau stable sous l'action de GK0 , ce qui fournit une représentation de
GK0 sur Zp. Étant donnés deux tels réseaux Γ′ ⊆ Γ, on peut alors considérer le
quotient Γ/Γ′, et obtenir ainsi une représentation de GK0 dans un Zp-module de
torsion. L'objectif de cette section est de construire des structures analogues dans
les φ-modules �ltrés sur K0.

Les réseaux stables dans les représentations galoisiennes correspondent à ce que
l'on appelle des modules fortement divisibles :

Dé�nition 5.13.1. (Modules fortement divisibles)
Un module fortement divisible est un W (k)-module M libre de type �ni muni
de :
(i) une �ltration décroissante (Fili(M))i∈Z de sous-W (k)-modules telle que Fil0(M) =
M , Fili(M) = 0 pour i assez grand et M/Fili(M) n'a pas de p-torsion,

(ii) d'une application semi-linéaire (par rapport au Frobenius de K0) φ : M →M
telle que φ(Fili(M)) ⊆ piM pour tout i et

∑
i∈Z

1
pi
φ(Fili(M)) = M .

Le théorème suivant met alors en évidence le lien entre les réseaux des représen-
tations galoisiennes et les modules fortement divisibles :

Théorème 5.13.2. (Modules fortement divisibles et réseaux)
Le foncteur HomW (k),F il,φ(−, Acris) est une anti-équivalence de catégories entre la
catégorie des modules fortement divisibles M de rang d véri�ant Filp(M) = 0
et la catégorie des réseaux stables dans une représentation cristalline de GK0 de
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dimension d ayant des poids de Hodge-Tate dans [−p+1, 0]. De plus, étant donnée
une représentation cristalline V de GK0 de dimension d ayant des poids de Hodge-
Tate dans [−p + 1, 0], le foncteur précédent induit une bijection entre les réseaux
stables dans V et les modules fortement divisibles M dans D∗cris(V ) de rang d
véri�ant Filp(M) = 0.

Les quotients de réseaux dans les représentations galoisiennes correspondent alors
aux modules de Fontaine-La�aille de torsion :

Dé�nition 5.13.3. (Modules de Fontaine-La�aille)
Soit r ∈ N. On appelle module de Fontaine-La�aille de longueur r un W (k)-
module de type �ni muni de :
(i) une �ltration décroissante (Fili(M))i∈Z de sous-W (k)-modules telle que Fil0(M) =
M et Filr+1(M) = 0.

(ii) des applications semi-linéaires φi : Fili(M) → M telles que φi|Fili+1(M) =
pφi+1 et

∑r
i=0 φi(Fil

iM) = M .
Un morphisme de modules de Fontaine-La�aille de longueur r est un morphisme
de W (k)-modules qui respecte les �ltrations et qui commute avec les φi. On no-
tera FLrtor la catégorie des modules de Fontaine-La�aille de torsion de
longueur r.

Supposons que r ∈ [0, p− 2]. Soit M ∈ FLrtor, et soit n ∈ N tel que pnM = 0. On
pose

T ∗cris(M) = HomW (k),F il,φ(M,Acris/p
nAcris).

Le Zp-module ainsi construit ne dépend pas du choix de n, et il est muni d'une
action de GK0 dé�nie par g(f)(x) = g(f(x)) pour g ∈ GK0 et x ∈ M . Il se trouve
en fait que T ∗cris(M) est une représentation cristalline de torsion de poids au plus
r, au sens suivant :

Dé�nition 5.13.4. (Représentations cristallines de torsion)
On appelle représentation cristalline de torsion de poids au plus r toute
représentation de GK0 qui s'écrit T/T ′ où T ′ ⊆ T sont deux réseaux stables par
GK0 dans une représentation cristalline de GK0 dont les poids de Hodge-Tate sont
entre −r et 0.

Ainsi, T ∗cris est un foncteur contravariant de FLrtor dans la catégorie des représen-
tations cristallines de torsion de poids au plus r. Le théorème fondamental de la
théorie de Fontaine-La�aille s'exprime alors de la manière suivante :

Théorème 5.13.5. (Théorème de Fontaine-La�aille)
Rappelons que nous avons supposé que r ∈ [0, p − 2]. Le foncteur contravariant
T ∗cris est une anti-équivalence de catégories entre FLrtor et la catégorie des repré-
sentations cristallines de torsion de poids au plus r.
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Fixons maintenant r = p−2. Supposons que k = Fp, de sorte que K0 = Q̂nr
p . Dans

ce cas, on dispose d'une classi�cation des modules de Fontaine-La�aille de torsion
de poids au plus p− 2 simples :

Proposition 5.13.6. (Modules de Fontaine-La�aille simples)
Supposons que k = Fp. Pour h > 0 entier et i : Z/hZ → Z ∩ [0, p − 2], notons
M(h, i) le module de Fontaine-La�aille de torsion de poids au plus p − 2 dé�ni
par :
(i) M(h, i) = Fp

Z/hZ
comme W (Fp)-module.

(ii) Si l'on note (em)m∈Z/hZ la base canonique de M(h, i),

Fili(M(h, i)) =
⊕

m∈Z/hZ,i(m)≥i

Fpem.

(iii) Pour m ∈ Z/hZ, φi(m)(em) = em−1.
Les modules de Fontaine-La�aille de torsion de poids au plus p − 2 simples sont
exactement les M(h, i) tels qu'il n'existe pas m0 ∈ Z/hZ−{0} véri�ant la relation
i(m+m0) = i(m) pour tout m ∈ Z/hZ. Pour un tel module de Fontaine-La�aille,
la représentation (T ∗cris(M(h, i))⊗Fp Fp)ss de Ip = Gal(Qp/Qnr

p ) est isomorphe à :
ω
i0+pi1+...+ph−1ih−1

h 0 ... 0

0 ω
i1+pi2+...+ph−2ih−1+ph−1i0
h ... 0

...
...

. . .
...

0 0 ... ω
ih−1+pi0+p2i1+...+ph−1ih−2

h


où chaque coe�cient diagonal est la puissance p-ième du suivant. De plus, les
poids de Hodge-Tate de la représentation cristalline contenant des réseaux dont le
quotient est T ∗cris(M(h, i)) sont (−i0, ...,−ih−1).

La théorie de Fontaine-La�aille nous a permis de dé�nir des "structures entières"
dans les φ-modules �ltrés qui sont en correspondance avec les réseaux dans les
représentations cristallines. Nous aimerions étendre cette théorie aux représenta-
tions potentiellement semi-stables. Cela est nettement plus délicat et fait l'objet
de la section suivante.

5.14 La théorie de Christophe Breuil

Références : [Bre, section 4], [Bre02, section 2] et [EGH, section 3.1 et 3.2].

On reprend les notations de 5.12 et on suppose queK est une extension �nie de Qp.
A�n de construire une théorie intégrale pour les représentations semi-stables, nous
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procédons comme dans la théorie de Fontaine-La�aille, et donc la première étape
consiste à trouver une structure dans les (φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés corres-
pondant aux réseaux sur OE stables sous l'action de GK′ dans les représentations
potentiellement semi-stables de GK′ . Commençons donc par dé�nir ce que nous
entendons par réseaux stables dans les représentations galoisiennes :

Dé�nition 5.14.1. (Catégorie des réseaux stables)
La catégorie OE-ResrK/K′ est la catégorie dont les objets sont des OE-modules M
libres de type �ni munis d'une action continue de GK′ tels que M ⊗OE E est une
représentation de GK′ qui devient semi-stable sur K avec des poids de Hodge-Tate
dans [−r, 0].

Supposons dans la suite que K/K ′ est modérément rami�ée de degré de rami�-
cation e et que K ′/Qp est non rami�ée. Supposons de plus que K possède une
uniformisante π telle que πe ∈ K ′, et notons E(u) ∈ W (k)[u] le polynôme minimal
de π sur K0 (c'est un polynôme d'Eisenstein).

Exemple 5.14.2. Nous allons appliquer la théorie de Christophe Breuil au cas
particulier suivant : un entier naturel d étant �xé, K ′ est l'unique extension non

rami�ée de Qp de degré d, et K = K ′((−p)
1

pd−1 ), de sorte que K0 = K ′. Nous choi-

sissons π = (−p)
1

pd−1 : c'est bien une uniformisante de K. Le degré de rami�cation
de K/Qp est alors e = pd − 1 et le polynôme E(u) est le polynôme d'Eisenstein
up

d−1 + p.

Nous cherchons maintenant à construire une catégorie analogue à la catégorie des
réseaux stables du côté de l'algèbre linéaire. La notion de (φ,N,K/K ′, E)-module
�ltré que nous avons dé�nie dans les parties précédentes a un grand désavantage :
la �ltration n'est pas dé�nie au même niveau que le Frobenius et la monodromie, ce
qui rend la manipulation des (φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés assez délicate. Nous
allons donc remplacer de tels modules �ltrés par une autre structure algébrique, sur
laquelle la �ltration est dé�nie au même niveau que le Frobenius et la monodromie :
pour ce faire, on ne pourra plus considérer des K0-espaces vectoriels, mais des S-
modules, où S est un anneau nettement plus compliqué que K0 : c'est le prix à
payer.

Dé�nition 5.14.3. (L'anneau S)

L'anneau topologique S est par dé�nition la complétion p-adique deW (k)
[
u, u

ie

i!

]
i∈N

,

c'est à dire :

S = lim
←−

W (k)

[
u,
uie

i!

]
/pnW (k)

[
u,
uie

i!

]
.
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Remarquons que, comme E(u) est un polynôme d'Eisenstein, E(u)j

j!
∈ S pour tout

j ≥ 0. Nous pouvons munir S de quatre structures supplémentaires : une �ltration,
un Frobenius, une monodromie et une action de Gal(K/K ′) :
(i) la �ltration (FiliS)i∈N de S est une �ltration décroissante d'idéaux dont le
i-ième terme est la complétion p-adique de l'idéal de S engendré par les E(u)j

j!

pour j ≥ i.
(ii) le Frobenius de S est l'unique morphisme d'anneaux φ : S → S continu ϕ-

semilinéaire tel que φ(u) = up et φ
(
uie

i!

)
= uiep

i!
.

(iii) la monodromie est l'unique dérivationW (k)-linéaire continue N : S → S telle

que N(u) = −u et N
(
uie

i!

)
= −ieuie

i!
.

(iv) le groupe Gal(K/K ′) agit sur S par isomorphismes d'anneaux continus et :

g ·

(
wi

ui[
i
e

]
!

)
= g(wi)

(
g(π)

π

)i
ui[
i
e

]
!
.

Remarque 5.14.4. (Quelques propriétés immédiates de S)
(i) On a φ(FiliS) ⊆ piS pour i ≤ p − 1 (on utilise bien sûr le fait que E(u) est
d'Eisenstein).

(ii) On a Nφ = pφN .
(iii) L'action de Gal(K/K ′) commute avec le Frobenius et la monodromie, et

∀g ∈ Gal(K/K ′), g · (E(u)) = E(u).

On note alors SOE = S ⊗Zp OE et SE = S ⊗Zp E. On est maintenant en mesure
de dé�nir la catégorie des (S, φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés, qui va remplacer la
catégorie des (φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés :

Dé�nition 5.14.5. ((S, φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés)
Un (S, φ,N,K/K ′, E)-module �ltré est un SE-module libre de type �ni D muni
de :
(i) une �ltration (FiliD)i∈Z de sous-SE-modules de D décroissante, exhaustive,
telle que, pour i ∈ N et j ∈ Z, (FiliSE)(FiljD) ⊆ Fili+jD.

(ii) une application φ⊗ Id-semi-linéaire φ : D → D dont le déterminant dans une
base de D sur SQp est inversible.

(iii) une application K0⊗Qp E-linéaire N : D → D telle que Nφ = pφN , N(sx) =
N(s)x+ sN(x) pour s ∈ SE et x ∈ D, et N(FiliD) ⊆ Fili−1D pour i ∈ Z.

(iv) une action φ⊗ Id-semi-linéaire de Gal(K/K ′) sur D qui commute avec φ et
N et qui respecte la �ltration.

Les (S, φ,N,K/K ′, E)-modules �ltrés dé�nissent une catégorie dont les morphismes
sont les applications SE-linéaires qui commutent avec φ, N et l'action de Gal(K/K ′)
et qui respectent les �ltrations.
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Nous pouvons maintenant dé�nir une structure dans les (S, φ,N,K/K ′, E)-modules
�ltrés correspondant aux réseaux sur OE stables sous l'action de GK′ dans les re-
présentations potentiellement semi-stables de GK′ . Elle joue le même rôle que les
modules fortement divisibles dans la théorie de Fontaine-La�aille.

Dé�nition 5.14.6. ((OE, S,K/K ′)-modules fortement divisibles)
Soit 0 < r ≤ p−2 un entier. Un (OE, S,K/K ′)-module fortement divisible de
poids r est un SOE -module libre de type �niM muni de :
(i) un sous-SOE -module FilrM deM contenant (FilrSOE)M, et tel que FilrM∩
IM = IF ilrM pour tout idéal I de OE.

(ii) une application φ⊗Id-semi-linéaire φ :M→M telle que le sous-SOE -module
deM engendré par φ(Filr(M)) est prM.

(iii) une application additive N :M→M telle que N(sx) = N(s)x+sN(x) pour
s ∈ SOE et x ∈M, et Nφ = pφN , et E(u)N(FilrM) ⊆ FilrM.

(iv) une action φ ⊗ Id-semi-linéaire de Gal(K/K ′) qui commute avec φ et N et
qui stabilise FilrM.

Les (OE, S,K/K ′)-modules fortement divisibles de poids r forment une catégorie,
que l'on note OE-ModrK/K′ .

Comme dans la théorie de Fontaine-La�aille, nous voulons à présent dé�nir un
foncteur T ∗st,0 :OE-ModrK/K′ → OE-ResrK/K′ , qui sera en fait une anti-équivalence
de catégories. Pour ce faire, il convient d'introduire un nouvel anneau topologique :

Dé�nition 5.14.7. (L'anneau Âst)

(i) On appelle Âst,0 l'anneau Acris
[
Xi

i!

]
i∈N

.

(ii) L'anneau Âst est la complétion p-adique de Âst,0 :

Âst = lim
←−

Âst,0/p
nÂst,0 =

{
∞∑
i=0

an
X i

i!
: ai ∈ Acris, ai → 0 pour la topologie p-adique

}
.

On rappelle que ε est un élément de R tel que ε(0) = 1 et ε(1) 6= 1, et que [ε]
est son représentant de Teichmüller dans W (R). Pour g ∈ GK′ , on appele ε(g) =

(ε(g)(n))n∈N l'élément de R tel que ε(g)(n) = g(ε(n))

ε(n)
. On peut alors dé�nir sur Âst

une �ltration, un Frobenius, une monodromie et une action de GK′ :
(i) la �ltration est donnée par FiliÂst =

∑i
j=0(Film−jAcris))

Xj

j!
+ ÂstX

i+1, pour
i ≥ 0.

(ii) le Frobenius est l'unique morphisme d'anneaux φ : Âst → Âst continu, semili-

néaire vis-à-vis du Frobenius de Acris et tel que φ
(
Xi

i!

)
= ((1+X)p−1)i

i!
.

(iii) la monodromie est l'unique morphisme d'anneaux N : Âst → Âst continu,

Acris-linéaire et tel que N
(
Xi

i!

)
= (1+X)i

i!
.
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(iv) le groupe GK′ agit par isomorphismes d'anneaux continus et

g ·
(
a
X i

i!

)
= (g · a)

([ε(g)]X + [ε(g)]− 1)i

i!
,

pour g ∈ G′K et a ∈ Acris.
PourM un (OE, S,K/K ′)-module fortement divisible, on pose alors :

T ∗st,0(M) = HomS,F ilr,φ,N(M, Âst).

Pour λ ∈ OE, g ∈ GK′ , f ∈ T ∗st,0(M) et x ∈ M, on pose (λf)(x) = f(λx) et
(gf)(x) = gf(g−1x). De cette manière, T ∗st,0(M) est un OE-module muni d'une
action de GK′ . Comme nous l'avons déjà annoncé, l'intérêt du foncteur T ∗st,0 est le
suivant :

Théorème 5.14.8. (Modules fortement divisibles et réseaux)
Le foncteur T ∗st,0 est une anti-équivalence de catégories entre OE-ModrK/K′ et
OE-ResrK/K′ .

Il est temps maintenant de dé�nir les structures de l'algèbre linéaire qui corres-
pondent aux quotients de réseaux stables dans des représentations potentiellement
semi-stables. Ainsi, tout comme on avait introduit les modules de Fontaine-La�aille
de torsion, on introduit les modules de Breuil :

Dé�nition 5.14.9. (Modules de Breuil)
Soit F le corps résiduel de E. Un module de Breuil de poids r à coe�cients
dans F est un (k ⊗Fp F)[u]/uep-module libre de type �ni muni de :

(i) un sous-(k ⊗Fp F)[u]/uep-moduleMr deM contenant uerM.

(ii) une application φk ⊗ Id-linéaire φr : Mr → M (où φk : k[u]/uep → k[u]/uep

désigne la puissance p-ième) telle que φr(Mr) engendre tout le (k ⊗Fp F)[u]/uep-
moduleM.

(iii) une application k ⊗Fp F-linéaire N :M→M telle que N(ux) = uN(x)− ux
pour x ∈M, ueN(Mr) ⊆Mr et φr(ueN(x)) = cN(φr(x)) pour x ∈Mr, où c est
l'image de φ(E(u))

p
∈ S dans k[u]/uep.

(iv) une action de Gal(K/K ′) par bijections additives véri�ant :

g · (auim) = g(a)

((
g(π)

π

)i
⊗ 1

)
ui(g ·m),

pour a ∈ k⊗Fp F et m ∈M, laissantMr �xe et compatible avec le Frobenius et la
monodromie. On note F-BrModrK/K′ la catégorie des modules de Breuil de poids r
à coe�cients dans F.
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Nous voulons maintenant construire un foncteur Tst,p de F − BrModrK/K′ vers la
catégorie des représentations de GK′ sur F de dimension �nie. Pour ce faire, nous
avons besoin d'introduire un nouvel anneau Â :

Dé�nition 5.14.10. (L'anneau Â)
La k[u]/uep-algèbre Â est la somme amalgamée de :

S

��

// Âst

k[u]/uep

Comme le morphisme S → k[u]/uep est surjectif, le morphisme Âst → Â est
aussi surjectif. Les structures que nous avons dé�nies sur Âst permettent donc
de munir Â d'un idéal FilrÂ, de deux applications φr et N et d'une action de
GK′ . PourM∈ F-BrModrK/K′ , on dé�nit Tst,p(M) = Homk[u]/uep,F ilr,φr,N(M, Â).
C'est un F-espace vectoriel que l'on peut munir d'une action de GK′ dé�nie par
(gf)(x) = g · (f(g−1 · x)). Le foncteur Tst,p permet alors de faire correspondre une
représentation de GK′ à une structure linéaire :

Proposition 5.14.11. (Fidélité de Tst,p)
Le foncteur Tst,p est �dèle. De plus, pour M∈ F-BrModrK/K′, la dimension de

T ∗st,p(M) sur F est égale au rang deM sur (k⊗F)[u]/uep. Si M̂ ∈ OE-ModrK/K′ et

mE désigne l'idéal maximal de l'anneau des entiers de E, alorsM = M̂/mEM̂⊗SOE /mESOE
(k⊗Fp F)[u]/uep est un objet de F-BrModrK/K′ tel que T

∗
st,0(M̂)⊗OE F ∼= Tst,p(M).

Cependant, dans toute la suite, ce n'est pas le foncteur Tst,p qui va nous intéresser,
mais un foncteur que l'on pourrait quali�er de "dual" :

Dé�nition 5.14.12. (Le foncteur T ∗st,p)
SoitM∈ F-BrModrK/K′. On dé�nit T ∗st,p(M) = Tst,p(M)∨(r).

Tout l'intérêt de ce foncteur vient de la proposition suivante :

Proposition 5.14.13. (T ∗st,p et sous-structures)
SoitM∈ F-BrModrK/K′. Considérons une GK′-sous-représentation T de T ∗st,p(M).
Il existe un unique sous-module de BreuilM′ deM tel que T ∗st,p envoie l'injection
deM′ dansM sur l'injection de T ′ dans T ∗st,p(M).

Pour prouver la proposition précédente on montre qu'il existe un uniqueM∗ ∈ F-BrModrK/K′
tel que Tst,p(M∗) = T ∗st,p(M), et on se ramène à prouver un résultat similaire pour
le foncteur Tst,p, résultat qui a été démontré par Xavier Caruso (voir la proposition
2.2.5 de [Car11]). Pour voir la construction deM∗, se référer à la dé�nition 3.2.8
de [EGH]. On remarque aussi queM∗∗ =M.
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5.15 Représentations de Weil-Deligne

Supposons que K est une extension �nie de Qp. On dispose d'un isomorphisme
Gal(Knr/K) ∼= Ẑ envoyant le Frobenius sur 1, et donc d'un morphisme surjectif
f : GK � Ẑ. Le noyau de ce morphisme est bien évidemment le sous-groupe
d'inertie IK de K, d'où une suite exacte :

1→ IK → GK → Ẑ→ 1.

On appelle groupe de Weil le sous-groupe f−1(Z) de GK : c'est en fait le sous-
groupe engendré par IK et par le Frobenius. On le note WK .
Soit E un corps de caractéristique 0. On appelle représentation de Weil-
Deligne de K sur E un couple (V,N) où V est un E-espace vectoriel discret de
dimension �nie muni d'une action de WK tel que l'inertie IK agit continûment et
N est un endomorphisme nilpotent de V véri�ant :

gNg−1 = qf(g)N,

pour g ∈ WK et q = |k|.
Supposons maintenant que E est une extension �nie de Qp et considérons une
représentation potentiellement semi-stable ρ : GK → GL(V ) de GK sur un E-
espace vectoriel V . Soit L une extension �nie de K telle que V est une représen-
tation semi-stable de GL. Supposons que E contient la plus grande sous-extension
non rami�ée L0 de L. Posons D = Dst(V |GL). Pour σ ∈ Hom(L0, E), notons
Dσ = D ⊗L0⊗QpE,σ

E. On remarque que D est un L0 ⊗Qp E-module libre de rang
dimE(V ) muni d'une action de Gal(L/K), et donc d'une action deWK par le biais
du morphisme GK → Gal(L/K). Si h est tel que q = ph, et φ et N désignent
respectivement le Frobenius et la monodromie de D, on pose w · x = wφ−hf(w)(x)
pour x ∈ D et w ∈ WK . Cela dé�nit alors une action de WK sur D. On peut
alors munir chaque Dσ de l'action induite de WK et de l'application induite par
N : D → D. Le couple (Dσ, N) est alors une représentation de Weil-Deligne de
K sur E de dimension dimE V . Les représentations de Weil-Deligne ainsi obtenues
sont indépendantes de σ à isomorphisme près. On appelle cette classe d'isomor-
phisme de représentations de Weil-Deligne la représentation de Weil-Deligne
associée à V (ou à ρ), et on la note WD(ρ).

5.16 Théorème fondamental : le type d'inertie (presque) dé-
termine la représentation inertielle

Référence : [EGH, section 3.3]
Le théorème fondamental que nous utiliserons pour étudier l'ensemble des poids
de Serre d'une représentation galoisienne permet (sous certaines conditions) de
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déterminer (à un nombre �ni de possibilités près) la restriction au groupe d'inertie
Ip d'une représentation ρ : GQp → GL3(Fp) si l'on connaît la représentation de
Weil-Deligne associée à un relèvement ρ̃ : GQp → GL3(Qp) potentiellement semi-
stable de ρ. Plus précisément,

Théorème 5.16.1. Soit ρ : GQp → GL3(Fp) une représentation irréductible possé-
dant un relèvement ρ̃ : GQp → GL3(Qp) continu potentiellement semi-stable ayant
pour poids de Hodge-Tate -2, -1 et 0. Fixons a, b, c trois entiers tels que a− b > 2,
b− c > 2 et a− c < p− 3.
(i) Si WD(ρ̃)|Ip ∼= ω̃a1 ⊕ ω̃b1 ⊕ ω̃c1, alors :

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+ a0, c+ a2, b+ a1))

ou
ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+ 2− a2, b+ 2− a1, c+ 2− a0))

avec (a0, a1, a2) ∈ {(1, 1, 1), (1, 2, 0), (2, 1, 0)}.
(ii) Si WD(ρ̃)|Ip ∼= ω̃a+pb+p2c

3 ⊕ ω̃b+pc+p
2a

3 ⊕ ω̃c+pa+p2b
3 , alors :

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+ a0, c+ a2, b+ a1))

avec (a0, a1, a2) ∈ {(0, 2, 1), (1, 1, 1), (1, 2, 0)} ou

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+ a0, b+ a2, c+ a1))

et (a0, a1, a2) ∈ {(0, 1, 2), (0, 2, 1), (1, 0, 2), (1, 1, 1), (1, 2, 0), (2, 0, 1), (2, 1, 0)}.
(iii) Si WD(ρ̃)|Ip ∼= ω̃c+pb+p

2a
3 ⊕ ω̃a+pc+p2b

3 ⊕ ω̃b+pa+p2c
3 , alors :

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (c+ 2− a0, a+ 2− a2, b+ 2− a1))

avec (a0, a1, a2) ∈ {(0, 2, 1), (1, 1, 1), (1, 2, 0)} ou

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (c+ 2− a0, b+ 2− a2, a+ 2− a1))

et (a0, a1, a2) ∈ {(0, 1, 2), (0, 2, 1), (1, 0, 2), (1, 1, 1), (1, 2, 0), (2, 0, 1), (2, 1, 0)}.

Fixons une représentation ρ véri�ant les conditions du théorème. Nous allons prou-
ver ce théorème, mais en ajoutant des conditions supplémentaires sur a, b, c : on
supposera jusqu'à la �n de cette partie que a − b > 3, b − c > 3, a − c < p − 4,
et qu'aucun des trois entiers 2a − b − c, 2b − a − c et 2c − a − b n'est congru à
un entier dans [−3, 3] modulo p − 1. La preuve complète du théorème sans ces
hypothèses supplémentaires se trouve dans l'article de Matthew Emerton, Toby
Gee et Florian Herzig.
Pour établir le théorème, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.
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Dans toute la suite, nous nous plaçons dans le cadre décrit dans l'exemple 5.14.2,
avec d = 3.

Étape 1 : Montrons que nous pouvons supposer qu�il existe une extension �nie E
de Qp telle que l'image de ρ̃ est contenue dans GL3(OE).
On sait que ρ̃ est un morphisme continu. Considérons (En) une suite croissante dé-
nombrable de sous-corps deQp véri�ant [En : Qp] <∞ et telle queQp =

⋃
nEn. On

a alors Im(ρ̃) =
⋃
n(Im(ρ̃)∩GL3(En)). D'après le théorème de Baire, cela impose

qu'il existe n tel que l'intérieur de Im(ρ̃)∩GL3(En) est non vide dans Im(ρ̃). On
en déduit que ρ̃−1(Im(ρ̃)∩GL3(En)) est ouvert et donc d'indice �ni dans le groupe
pro�ni GQp . Cela impose immédiatement que nous pouvons trouver une extension
�nie E de Qp telle que Im(ρ̃) ⊆ GL3(E). On peut bien évidemment supposer que
E contient la clôture normale de K. Soit maintenant H = ρ̃−1(GL3(OE)). C'est
un ouvert de GQp , et donc GQp/H est �ni. Soient g1, ..., gs ∈ GQp des représentants
de ce quotient. Soit alors Λ′ =

∑s
i=1 giO3

E. On véri�e immédiatement que Λ′ est
un OE-réseau stable pour ρ̃. On peut donc supposer que ρ̃ : GQp → GL3(OE). On
notera F le corps résiduel de E.

Étape 2 : Calculons det ρ|IK0
.

Par hypothèse, dans les trois cas (i), (ii) et (iii), il existe des caractères χ1, χ2, χ3 :
GK0 → O×E tels que WD(ρ̃)|IK0

∼= χ1|IK0
⊕ χ2|IK0

⊕ χ3|IK0
, et de plus χ1, χ2 et χ3

sont des puissances de ω̃3 et χ1χ2χ3 = ω̃1
a+b+c. Par conséquent, WD(det ρ̃)|IK0

=
χ1χ2χ3, d'où

WD(det ρ̃ · χ−1
1 χ−1

2 χ−1
3 )|IK0

= 1.

Par conséquent, d'après la proposition 5.9.1(iv), cela impose que det ρ̃|GK0
·χ−1

1 χ−1
2 χ−1

3

est semi-stable. On déduit alors de 5.9.2 que ce caractère est cristallin. De plus,
comme C ⊗ ω̃3

∼= C, ω̃3 est de Hogde-Tate de poids de Hodge-Tate égal à 0,
donc det(ρ̃)|IK0

est aussi de Hodge-Tate, et comme DHT (det ρ̃ · χ−1
1 χ−1

2 χ−1
3 ) ∼=

Λ3(DHT (ρ̃)) ⊗ DHT (χ−1
1 ) ⊗ DHT (χ−1

2 ) ⊗ DHT (χ−1
3 ), on déduit que le poids de

Hodge-Tate de det ρ̃|GK0
· χ−1

1 χ−1
2 χ−1

3 est égal à −3. On déduit alors de 5.9.2 que
det ρ̃|IK0

· χ−1
1 χ−1

2 χ−1
3 = χ3 (où χ désigne le caractère cyclotomique p-adique). On

en déduit que :
det ρ|IK0

= ωa+b+c+3
1 .

Étape 3 : Calculons ρ|IK0
a�n de pouvoir calculer det ρ|IK0

autrement.
Le sous-groupe de rami�cation sauvage Gal(Qp/Qmr

p ) étant un pro-p-groupe, il
agit trivialement, et donc ρ|IQp agit par le quotient Gal(Q

mr
p /Qnr

p ), qui est abélien.
Donc ρ|IQp est somme de trois caractères θ1, θ2, θ3 : IQp → F×. Si θ1 = θ2 = θ3, le
groupe Gal(Qnr

p /Qp) étant abélien, ρ serait somme directe de trois caractères, ce
qui contredit l'irréductibilité. Donc θ1, θ2 et θ3 ne sont pas tous égaux. Choisissons
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maintenant σ ∈ Gal(Qnr
p /Qp) tel que σ induit le Frobenius dans Gal(Fp/Fp), et

soit σ̃ ∈ Gal(Qp/Qp) tel que σ̃|Qnrp = σ. On véri�e alors immédiatement que, pour
τ ∈ IQp , σ̃τ σ̃

−1τ−p ∈ Gal(Qp/Qmr
p ). Par conséquent, l'ensemble {θ1, θ2, θ3} est

stable par puissance p-ième. De plus, si x est un vecteur de l'espace sous-jacent
de ρ tel que ρ(g)x = θ1(g)x pour g ∈ IQp , alors ρ(g)ρ(σ̃)−1x = θ1(g)pρ(σ̃)−1x

et ρ(g)ρ(σ̃)−2x = θ1(g)p
2
ρ(σ̃)−2x pour g ∈ IQp . Ainsi, par irréductibilité de ρ, la

puissance p-ième agit transitivement sur {θ1, θ2, θ3}. On peut donc supposer sans
perte de généralité que θ2 = θp1 et θ3 = θp2, et alors det(ρ)|IK0

= θp
2+p+1

1 .
Allons un peu plus loin et étudions ρ|GK0

. On a vu que x, ρ(σ̃)−1(x) et ρ(σ̃)−2(x)
forment une base qui diagonalise ρ|IQp . Comme θ1, θ2 et θ3 sont distincts, dans
cette base,

ρ(σ̃) =

 0 1 0
0 0 1
∗ 0 0


et donc ρ(σ̃3) est une matrice scalaire. On en déduit que, dans ce cas, ρ|GK0

est
somme directe de trois caractères θ′1, θ

′
2, θ
′
3 : GK0 → F× prolongeant θ1, θ2 et θ3.

Étape 4 : Étudions les structures linéaires associées à ρ.

D'après 5.14.8, il existe un (OE, S,K/K ′)-module fortement divisible M̂ de poids
2 tel que T ∗st,0(M̂) ∼= ρ̃. Posons M′ = M̂/meM̂ ⊗SOE /mESOE (k ⊗Fp F)[u]/uep.
La proposition 5.14.11 impose que M′ est un objet de F-BrMod2

K/K′ , et que
Tst,p(M′) ∼= ρ|GK0

. NotonsM =M′∗. On a alors T ∗st,p(M) ∼= ρ|K0 .
Il convient maintenant de comprendre l'action de Gal(K/K0) surM. En fait, on
peut prouver qu'il existe une base v1, v2, v3 de M sur (k ⊗ F)[u]/uep telle que
g · vi = (1⊗χi(g))vi pour i ∈ {1, 2, 3} et g ∈ Gal(K/K0). Nous ne démontrons pas
ce résultat ici : pour une preuve, se référer à la section 5 de [GS11].
Fixons une injection σ0 : k ↪→ F, et notons φ le Frobenius sur k. On dé�-
nit σ1 et σ2 par σ1 = σ0 ◦ φ−1 et σ2 = σ1 ◦ φ−1 et on pose σ3 = σ0. Pour
i ∈ {0, 1, 2}, soit ei = 1

|k×|

(∑
x∈k× x

−1 ⊗ σi(x)
)
∈ k ⊗Fp F. On prouve alors ai-

sément que les ei sont idempotents, que eiej = 0 pour i 6= j, queM =
⊕

i eiM,
que eiM = {m ∈ N /∀x ∈ k, (x ⊗ 1)m = (1 ⊗ σi(x))m} et que ei+1 = (φ ⊗ 1)ei.
Remarquons que toutes ces propriétés sont vraies pour n'importe quel module de
Breuil (et pas seulement pour M) : nous utiliserons ces résultats pour un autre
module de Breuil dans l'étape 5.
Plaçons-nous maintenant dans le cas (i). On dispose alors d'une base v1, v2, v3 de
M telle que g · v1 = (1 ⊗ ω1(g)a)v1 = (ω1(g)a ⊗ 1)v1, g · v2 = (1 ⊗ ω1(g)b)v2 =
(ω1(g)b ⊗ 1)v2, g · v3 = (1 ⊗ ω1(g)c)v3 = (ω1(g)c ⊗ 1)v3. Dans ce cas, on note
α = (1 + p+ p2)a, β = (1 + p+ p2)b et γ = (1 + p+ p2)c.
Considérons maintenant le cas (ii). On dispose alors d'une base v1, v2, v3 de M
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telle que g · v1 = (1 ⊗ ω3(g)a+pb+p2c)v1, g · v2 = (1 ⊗ ω3(g)b+pc+p
2a)v2, g · v3 =

(1⊗ ω3(g)c+pa+p2b)v3. On a alors :

g · (e0v1) = (ω3(g)a+pb+p2c ⊗ 3)e0v1,

g · (e0v2) = (ω3(g)b+pc+p
2a ⊗ 1)e0v2,

g · (e0v3) = (ω1(g)c+pa+p2b ⊗ 1)e0v3,

g · (e1v1) = (ω3(g)c+pa+p2b ⊗ 3)e1v1,

g · (e1v2) = (ω3(g)a+pb+p2c ⊗ 1)e1v2,

g · (e1v3) = (ω1(g)b+pc+p
2a ⊗ 1)e1v3,

g · (e2v1) = (ω3(g)b+pc+p
2a ⊗ 3)e2v1,

g · (e2v2) = (ω3(g)c+pa+p2b ⊗ 1)e2v2,

g · (e2v3) = (ω1(g)a+pb+p2c ⊗ 1)e2v3.

Donc, dans la base w1 = e0v1 + e1v2 + e2v3, w2 = e0v2 + e1v3 + e2v1, w3 =

e0v3 + e1v1 + e2v2, le groupe Gal(K/K0) agit par les caractères ωa+pb+p2c
3 ⊗ 1,

ωb+pc+p
2a

3 ⊗1 et ωc+pa+p2b
3 ⊗1. On note dans ce cas α = a+pb+p2c, β = b+pc+p2a

et γ = c+ pa+ p2b.
Dans le cas (iii), on trouve de même une base sur laquelle Gal(K/K0) agit par les
caractères ωa+pc+p2b

3 ⊗1, ωb+pa+p2c
3 ⊗1 et ωc+pb+p

2a
3 ⊗1. On pose alors α = a+pc+p2b,

β = b+ pa+ p2c et γ = c+ pb+ p2a.
Par conséquent, dans tous les cas, nous avons trouvé α, β et γ tels que Gal(K/K0)
agit par les caractères ωα3 , ω

β
3 et ωγ3 surM.

Étape 5 : Étudions les structures linéaires associées à θ′1.
D'après la proposition 5.14.13, il existe N ∈ F-BrMod2

K/K′ sous-objet de rang 1 de
M tel que l'image de l'inclusion N ↪→M par T ∗st,p est l'inclusion θ

′
1 ↪→ ρ|GK0

.
Le module N étant libre de rang 1, on peut écrire N =

(
(k ⊗Fp F)[u]/uep

)
n pour

un élément n ∈ N . Pour chaque i ∈ {0, 1, 2}, il existe ri tel que eiN2 = urieiN .
Par conséquent, N2 = ur0e0N ⊕ ur1e1N ⊕ ur2e2N , et comme u2eN ⊆ N2, les ri
sont inférieurs ou égaux à 2e. Quant au Frobenius, il est entièrement déterminé
par l'image de ur0e0n+ur1e1n+ur2e2n, et comme l'image de φ2 doit engendrer N ,
on déduit que φ2 (ur0e0n+ ur1e1n+ ur2e2n) = λn pour un certain λ ∈ (k ⊗ F)×.
Concernant l'action de Gal(K/K ′) (qui est entièrement déterminée par l'action
sur n), on sait que, pour chaque g ∈ Gal(K/K ′) et chaque i ∈ {0, 1, 2}, g induit
une bijection additive de eiN dans lui-même, et donc il existe fi(g) ∈ k× tel que
g · (ein) = fi(g)ein. On véri�e immédiatement que les fi sont des caractères, et
comme k/Fp est de degré 3, ce sont des puissances de ω3. Il existe donc des entiers
k1, k2, k3 tels que g · n =

(
(ωk03 (g)⊗ 1)e0 + (ωk13 (g)⊗ 1)e1 + (ωk23 (g)⊗ 1)e2

)
n. La
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condition φ2(g ·(ur0e0n+ur1e1n+ur2e2n)) = g ·φ2(ur0e0n+ur1e1n+ur2e2n) entraîne
que k1 ≡ p(k0 + r0) mod e, k2 ≡ p(k1 + r1) mod e et k0 ≡ p(k2 + r2) mod e.
Finalement, pour la monodromie, on remarque facilement que N(N2) ⊆ N2, et
donc :

cλN(n) = cN(φ2(ur0e0n+ ur1e1n+ ur2e2n))

= φ2(ueN(ur0e0n+ ur1e1n+ ur2e2n))

= uepφ2(N(ur0e0n+ ur1e1n+ ur2e2n)) = 0.

Comme c et λ sont inversibles, on déduit que N(n) = 0.
À partir de cette description de N , il est possible de calculer T ∗st,p(N )|IK0

∼= θ1|IK0
.

En fait, on peut prouver que T ∗st,p(N )|IK0

∼= σ0 ◦ω
k0+

p(r0p
2+r1p+r2)

p3−1

3 . Nous ne démon-
trons pas ce résultat ici : se référer au lemme 3.3.2 de [EGH].

Étape 6 : Calculons θ′1|IK0
= θ1 et concluons.

On remarque que N /uN s'injecte dans M/uM. D'après l'étape 4, M/uM est
une représentation de Gal(K/K0) sur k qui est somme directe de caractères dans
{ωα3 , ω

β
3 , ω

γ
3}. D'après l'étape 5, N /uN est une représentation de Gal(K/K0) sur k

qui est somme directe des trois caractères ωk03 , ω
k1
3 , ω

k2
3 avec la multiplicité [F : k].

On peut donc supposer que {k0, k1, k2} ⊆ {α, β, γ}.
Plaçons-nous dans le cas (i). On pose ki = (1+p+p2)xi avec xi ∈ {a, b, c}. Comme
0 ≤ ri ≤ 2e et ri ≡ (1+p+p2)(xi+1−xi) mod e, les conditions sur a, b, c imposent
que l'on peut écrire ri = (1 + p + p2)xi + aie avec ai ∈ {0, 1, 2}. On déduit alors

que θ′1|IK0
= θ1 = ω

(x0+a0)+p(x2+a2)+p2(x1+a1)
3 . Donc, comme det ρ|IK0

= θ1+p+p2

1 =

ω
(p2+p+1)(a+b+c+3)
3 , on obtient la congruence :

x0 + x1 + x2 + a0 + a1 + a2 ≡ a+ b+ c+ 3 mod (p− 1).

Les hypothèses supplémentaires que nous avons imposées (mais qui ne sont pas
nécessaires pour que le théorème soit vrai) entraînent que {x0, x1, x2} = {a, b, c},
et on en déduit que a0 + a1 + a2 = 3. Les di�érentes possibilités ainsi obtenues
prouvent le théorème dans le cas (i).
Les deux autres cas sont tout à fait analogues.

6 Relèvements de représentations et opérateurs de

Hecke

Plaçons-nous dans le contexte général décrit en section 4.1. Soit ρ : GF → GL3(Fp)
une représentation continue. Supposons que ρ soit automorphe de poids Fa, a étant
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un poids restreint global, et �xons une place w de F divisant p. Notons v = w|F+

et soit π une uniformisante de OFw . Par dé�nition, il existe un sous-groupe ouvert
compact U de G(A∞,pF+ ) ×

∏
v′|p G(OF+

v′
) non rami�é en p et une partie co�nie P

de PU ne contenant que des places où ρ est non rami�ée tels que, si m désigne
l'idéal maximal de TP associé à la représentation ρ, on a S(U, Fa)m 6= 0. Comme
U est non rami�é en p, on peut écrire U = G(OF+

v
)×U v, où U v est un sous-groupe

ouvert compact de G(A∞,pF+ ) ×
∏

v′|p,v′ 6=v G(OF+
v′

). Ces notations seront conservées
tout au long de cette partie.
Dans cette partie, nous allons tenter de construire des relèvements en caracté-
ristique zéro ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de ρ|GFw . Plus précisément, nous allons voir
que si Ww(ρ) est non vide (c'est-à dire si nous disposons d'un poids local V tel
S(V )m 6= 0), alors de tels relèvements existent, sont de Hodge-Tate et nous pour-
rons de plus contrôler leurs poids de Hodge-Tate. Lorsque nous disposerons d'un
peu plus d'informations sur les éléments deWw(ρ), nous pourrons même construire
des relèvements potentiellement semi-stables et nous décrirons explicitement leurs
types d'inertie.
Pour ce faire, nous procédons en deux étapes :
(I) Dans un premier temps, nous travaillons en caractéristique 0. Nous introdui-
sons un sous-espace S̃ des formes automorphes constitué de fonctions localement
algébriques (c'est-à dire données par des expressions polynômiales), et nous rem-
plaçons dans notre problème S par S̃. Plus précisément, nous verrons que s'il
existe des Zp-modules Ṽ (en caractéristique 0) tels que ((Ṽ ⊗Zp S̃)GL3(OFw ))m 6= 0,

alors il existe des relèvements potentiellement semi-stables ρ̃ : GFw → GL3(Qp)
de ρ|GFw et nous pourrons de plus contrôler leurs poids de Hodge-Tate ainsi que
leurs types d'inertie. Pour certains modules Ṽ particuliers, nous pourrons même
construire des relèvements cristallins. Dans ces cas, nous construirons de plus
une algèbre de Hecke agissant sur((Ṽ ⊗Zp S̃)GL3(OFw ))m et nous contrôlerons l'ac-
tion du Frobenius de Dcris(ρ̃) à l'aide des valeurs propres de certains opérateurs
de Hecke.

(II) Dans un deuxième temps, nous passerons de la caractéristique 0 à la carac-
téristique p, c'est-à dire que nous montrerons que (I) entraîne l'existence de
relèvements de ρ|GFw lorsque l'on suppose qu'il existe des poids se Serre locaux
V (en caractéristique p) tels que S(V )m 6= 0. Nous construirons de plus une al-
gèbre de HeckeH(V ) agissant sur S(V )m et nous verrons que certains opérateurs
de Hecke agissent de manière nilpotente.

6.1 Actions localement algébriques et formes automorphes

Comme nous l'avons déjà annoncé, nous commençons en dé�nissant la notion de
fonction localement algébrique puis nous introduisons un sous-espace S̃ des formes
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automorphes constitué de fonctions localement algébriques.
Soit H un sous-groupe ouvert de GL3(Qp). On dit qu'une fonction f : H → Qp

est localement algébrique si tout élément de H admet un voisinage ouvert U

tel qu'il existe φ ∈ Qp [Xij : i, j ∈ {1, 2, 3}]
[

1
det(Xij)

]
véri�ant f(h) = φ(h) pour

h ∈ U . Pour V un Zp-module libre de type �ni muni d'une action de H, on dit
que l'action de H sur V est localement algébrique si, pour tout v ∈ V et tout
ϕ ∈ V ∨, la fonction h 7→ ϕ(hv) est localement algébrique.
Étant donné un Zp-moduleW muni d'une action de

∏
v′|p G(OF+

v′
) telle que G(OF+

v
)

agit trivialement, on appelle Slalg(U v,W ) le sous-espace de S(U v,W ) constitué
des fonctions f telles que, pour tout γ ∈ G(A∞F+) et tout ϕ ∈ W∨, la fonction
G(F+

v )→ Zp, g 7→ ϕ(f(γg)) est localement algébrique.
Soit w′ ∈ PFp , et notons v′ = w′|F+ . Rappelons que, dans la partie 3.3, nous
avons dé�ni un Zp-module libre de type �ni Waw′

= Maw′
(OFw′ ) ⊗OFw′ Zp muni

d'une action de GL3(OFw′ ), et donc de G(OF+
v′

) grâce à l'isomorphisme ιw′ . On

remarque que les Zp[G(OF+
v′

)]-modules Waw′
et Waw′c

sont isomorphes et donc le

Zp[G(OF+
v′

)]-module Waw′
ne dépend que de v′ : on le note Wav′

. Ainsi, le Zp-
module

⊗
v′|p,v′ 6=vWav′

est muni d'une action de
∏

v′|p G(OF+
v′

) telle que G(OF+
v

)

agit trivialement et on peut dé�nir :

S̃ = Slalg

(
U v,

⊗
v′ 6=v

Wav′

)
.

C'est un Zp-module muni d'une action de GL3(Fw). De plus, S̃ est un sous-espace

de S
(
U v,

⊗
v′ 6=vWav′

)
stable sous l'action de TP . Par conséquent, S̃ est muni

d'actions de GL3(Fw) et de TP qui commutent.
Étant donné un Zp-module Ṽ muni d'une action de GL3(OFw), on note :

S̃(Ṽ ) = (Ṽ ⊗Zp S̃)GL3(OFw ).

Dans le cas Ṽ = Wλ pour un certain λ ∈ Z3
+, comme Wλ ⊗Zp Qp est muni d'une

action de GL3(Fw), l'algèbre de Hecke Zp[GL3(OFw)\GL3(Fw)/GL3(OFw)] agit
sur le Qp-espace vectoriel S̃(Wλ ⊗Zp Qp). Les trois opérateurs de Hecke suivants
joueront un rôle important dans la suite :

T̃1,w =

GL3(OFw)

 1 0 0
0 1 0
0 0 π

GL3(OFw)

 ,
T̃2,w =

GL3(OFw)

 1 0 0
0 π 0
0 0 π

GL3(OFw)

 ,
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T̃3,w =

GL3(OFw)

 π 0 0
0 π 0
0 0 π

GL3(OFw)

 .
En fait, les valeurs propres de ces opérateurs permettront de mieux comprendre
l'action du Frobenius sur Dcris(ρ̃) pour certains relèvements ρ̃ de ρ.

6.2 Étape I : en caractéristique 0

Comme nous l'avons déjà annoncé, nous commençons par aborder le problème en
caractéristique 0 : on s'intéresse donc à S̃ au lieu de S. L'objectif de cette partie est
double. D'une part, nous voulons montrer que, lorsque S̃(Ṽ )m 6= 0 pour certains
Zp-modules Ṽ , la restriction ρ|GFw admet des relèvements ρ̃ : GFw → GL3(Qp)
qui sont, selon les cas, potentiellement semi-stables ou cristallins, et dont nous
connaissons les poids de Hodge-Tate. D'autre part, nous voulons comprendre les
liens entre les actions de T̃1,w, T̃2,w, T̃3,w et ces relèvements : plus précisément,
nous allons voir que l'action du Frobenius sur Dcris(ρ̃) est profondément liée aux
valeurs propres des opérateurs T̃j,w (j ∈ {1, 2, 3}). Mais avant de traiter ces deux
questions, nous aurons besoin de quelques lemmes techniques :

Lemme 6.2.1. (Compatibilités techniques entre Ssm et Slalg)
(i) Soient Ṽ un Zp-module libre de type �ni muni d'une action de GL3(OFw) lo-
calement algébrique et M un Zp-module libre de type �ni muni d'une action de∏

v′|p,v′ 6=v G(OF+
v′

). On dispose alors d'un isomorphisme naturel

(Ṽ ⊗Zp S
lalg(U v,M))GL3(OFw ) → S(U, Ṽ ⊗Zp M)

compatible avec l'action de TP .
(ii) Soient V un Fp-module libre de type �ni muni d'une action continue de GL3(OFw)
et M un Fp-module muni d'une action de

∏
v′|p,v′ 6=v G(OF+

v′
). On dispose alors

d'un isomorphisme naturel

(V ⊗Fp S
sm(U v,M))GL3(OFw ) → S(U, V ⊗Fp M)

compatible avec l'action de TP .
(iii) On suppose que U est su�samment petit, c'est-à-dire qu'il existe une place
�nie v′ de F+ telle que le seul élément d'ordre �ni de la projection de U sur
G(Fv′) est l'identité. Dans ce cas, le morphisme naturel

S̃ ⊗Zp Fp → Ssm

U v,

 ⊗
v′|p,v′ 6=v

Wav′

⊗Zp Fp


est un isomorphisme compatible avec les actions de TP et de GL3(Fw).
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Démonstration.

(i) Considérons l'application Zp-linéaire :

η : Ṽ ⊗Zp S(U v,M)→ S(U v, Ṽ ⊗Zp M)

x⊗ f 7→ (η(f) : g 7→ x⊗ f(g)).

C'est en fait un isomorphisme qui commute avec l'action de TP .
On dispose donc d'une injection :

Ṽ ⊗Zp S
lalg(U v,M)→ S(U v, Ṽ ⊗Zp M).

Le groupe GL3(OFw) agit sur Ṽ ⊗Zp S
lalg(U v,M) par γ · (x⊗ f) = (γx)⊗ (γ · f)

pour γ ∈ GL3(OFw). Par conséquent, pour xi ∈ Ṽ et fi ∈ Slalg(U v,M), si∑
i

xi ⊗ fi ∈ (Ṽ ⊗Zp S
lalg(U v,M))GL3(OFw ),

alors ∑
i

(γxi)⊗ fi(gγ) =
∑
i

xi ⊗ fi(g)

pour tous g ∈ G(A∞F+) et γ ∈ GL3(OFw), et donc

η

(∑
i

xi ⊗ fi

)
(gγ) =

∑
i

xi ⊗ fi(gγ) = γ−1

(∑
i

xi ⊗ fi(g)

)
.

Cela impose que η induit une injection Zp-linéaire :

η′ : (Ṽ ⊗Zp S
lalg(U v,M))GL3(OFw ) ↪→ S(U, Ṽ ⊗Zp M)

compatible avec l'action de TP .
Reste donc à établir la surjectivité de η′. Soit f ∈ S(U, Ṽ ⊗Zp M). Considerons

e1, .., ed une base de Ṽ , et écrivons η−1(f) =
∑

i ei ⊗ fi pour fi ∈ S(U v,M).
Montrons que fi ∈ Salg(U v,M). Fixons g ∈ G(A∞F+) et m∨ ∈ M∨. Pour γ ∈
GL3(OFw), notons ϕi(γ) = 〈fi(gγ),m∨〉. Soit �nalement e∨1 , ..., e

∨
d la base duale de

e1, .., ed. On a alors, pour γ ∈ GL3(OFw) et 1 ≤ j ≤ d :

ϕi(γ) = 〈f(gγ), e∨i ⊗m∨〉
= 〈γ−1f(g), e∨i ⊗m∨〉

=
∑
j

〈fj(g),m∨〉〈γ−1ej, e
∨
i 〉.
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Par conséquent, comme l'action de GL3(OFw) sur Ṽ est localement algébrique,
ϕi est aussi localement algébrique, et donc les fi sont localement algébriques. On
véri�e �nalement sans di�culté que η−1(f) est �xé par GL3(OFw) en utilisant que∑

i xi ⊗ fi(gγ) = γ−1 (
∑

i xi ⊗ fi(g)).
Par conséquent, η′ est bien surjective et donc un isomorphisme.

(ii) On procède de façon tout à fait analogue. Considérons l'application Fp-linéaire :

η : V ⊗Fp S(U v,M)→ S(U v, V ⊗Fp M)

x⊗ f 7→ (η(f) : g 7→ x⊗ f(g)).

C'est en fait un isomorphisme qui commute avec l'action de TP et comme avant,
elle induit :

η′ : (V ⊗Fp S
sm(U v,M))GL3(OFw ) ↪→ S(U, V ⊗Fp M).

Reste donc à prouver la surjectivité. Soit f ∈ S(U, V ⊗FpM). Considérons e1, .., ed
une base de V , et écrivons η−1(f) =

∑
i ei ⊗ fi pour fi ∈ S(U v,M). Montrons

que fi ∈ Ssm(U v,M). Pour γ ∈ GL3(OFw) véri�ant γ−1ei = ei pour tout i, on a
immédiatement pour g ∈ G(A∞F+) :∑

i

ei ⊗ fi(gγ) =
∑
i

ei ⊗ fi(g),

et donc fi(gγ) = fi(g). Comme l'action de GL3(OFw) sur V est continue, cela
impose que chaque fi est �xé par un sous-groupe ouvert de GL3(OFw), et donc fi ∈
Ssm(U v,M). On véri�e de plus sans di�culté que η−1(f) est �xé par GL3(OFw),
et la surjectivité de η′ en découle.

(iii) Nous laissons la preuve de ce lemme au lecteur. Même si elle n'est pas analogue
aux précédentes, elle est de nature similaire. On pourra aussi aller voir [EGH].

Remarque 6.2.2. (Ouverts su�samment petits)
(i) L'utilité de la notion d'ouvert su�samment petit vient du fait suivant : si U est
su�samment petit, alors S(U,W )⊗Zp A

∼= S(U,W ⊗Zp A) pour toute Zp-algèbre
A (la preuve est aisée, on pourra se référer à la section 7.1.2 de [EGH]).

(ii) On remarque que, comme S(U, Fa)m 6= 0, on a aussi S(U ′, Fa)m 6= 0 pour tout
sous-groupe ouvert U ′ de U . On peut donc supposer que U est su�samment
petit. Nous faisons cette hypothèse dans toute la suite.

Comme Fav′ s'injecte dans Wav′
⊗Zp Fp pour toute place v

′ de F+ divisant p, (iii)
entraîne que :

Corollaire 6.2.3. On dispose d'une injection S ↪→ S̃ ⊗Zp Fp compatible avec les
actions de T et GL3(Fw).
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A�n de construire des relèvements de ρ, il convient d'associer des représenta-
tions galoisiennes à des représentations adéliques dans les espaces de formes auto-
morphes :

Théorème 6.2.4. (Représentations galoisiennes et représentations adé-
liques)
Notons Wa =

⊗
v′Wav′

où v′ décrit les places de F+ divisant p. Soit r une
sous-G(A∞F+)-représentation irréductible de Slim(Wa ⊗ Qp). Il existe alors une re-
présentation continue semi-simple ρr : GF → GL3(Qp) telle que :
(i) La représentation ρr est de de Rham, et les poids de Hodge-Tate de ρr|GFw sont

(aw,1 + 2, aw,2 + 1, aw,3).
(ii) S'il existe un ouvert compact U ′ non rami�é en p tel que rU

′ 6= 0, alors ρr est
cristalline.

(iii) Pour v′ une place de F+ et w′ une place de F divisant v′, WD(ρr|GFw )ss ∼=
recFw((rv ◦ ι−1

w )⊗ |.|−1)ss. De plus, si p ne divise pas v′, on a :

WD(ρr|GFw )F−ss ∼= recFw((rv ◦ ι−1
w )⊗ |.|−1),

où le F − ss désigne la semi-simplication du Frobenius.

Remarque 6.2.5. Dans le théorème précédent, la valeur absolue |.| est à valeurs
dans Qp : c'est la composée de la valeur absolue usuelle suivie de l'inverse de
l'isomorphisme Υ : Qp → C �xé au début.

Pour une preuve de ce théorème, on pourra lire le théorème 7.2.1 de [EGH]. Nous
pouvons maintenant établir le théorème principal de cette partie, qui répond au
double objectif que nous nous étions �xé :

Théorème 6.2.6. (Relèvements de représentations et S̃)
(A) Soit Ṽ un Zp-module libre de type �ni, muni d'une action localement algé-
brique de GL3(OFw). Alors le Zp-module S̃(Ṽ ) est libre de type �ni et les mor-
phismes naturels

S̃(Ṽ )⊗Zp Qp → S̃(Ṽ ⊗Zp Qp)

S̃(Ṽ )⊗Zp Fp → S̃(Ṽ ⊗Zp Fp)
sont des isomorphismes.

(B) Soit λ = (λ1, λ2, λ3) ∈ (Z3
+) tel que S̃(Wλ ⊗Zp Qp)m 6= 0. Alors ρ|GFw admet

un relèvement cristallin ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-Tate

−(λ1 + 2, λ2 + 1, λ3).

Si tj ∈ Qp désigne une valeur propre de T̃j,w sur S̃(Wλ ⊗Zp Qp)m pour j ∈
{1, 2, 3}, alors on peut imposer que φ : Dcris(ρ̃) → Dcris(ρ̃) ait pour polynôme
caractéristique X3 − t1X2 + pt2X − p3t3.
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(C) Soit χ : F×p3 → Qp
×
un caractère primitif. En voyant R3(χ) comme une repré-

sentation de GL3(kw), si S̃(R3(χ))m 6= 0, alors ρ|GFw admet un relèvement poten-
tiellement semi-stable ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-Tate (−2,−1, 0)
et de type d'inertie WD(ρ̃)|IFw =

⊕
σ∈Gal(kw,3/kw) σ(χ ◦ Art−1

Fw,3
).

(D) Soient χ1, χ2, χ3 : k×w = F×p → Qp
×
trois caractères distincts. Si

S̃
(
IndGL3(Fp)

B+
3 (Fp)

(χ1 ⊗ χ2 ⊗ χ3)
)
m
6= 0,

alors ρ|GFw admet un relèvement potentiellement semi-stable ρ̃ : GFw → GL3(Qp)
de poids de Hodge-Tate (−2,−1, 0) et de type d'inertieWD(ρ̃)|IFw = χ1◦Art−1

Fw
⊕

χ2 ◦ Art−1
Fw
⊕ χ3 ◦ Art−1

Fw
.

Démonstration. (A) La partie (i) du lemme 6.2.1 fournit un isomorphisme :

S̃(Ṽ ) ∼= S

U, Ṽ ⊗Zp

⊗
v′|p,v′ 6=v

Wav′

 .

Comme U est su�samment petit, cela impose que S̃(Ṽ ) est libre de type �ni.
En utilisant les di�érentes parties du lemme 6.2.1, on obtient des isomorphismes :

S̃(Ṽ )⊗Zp Fp ∼= S

U, Ṽ ⊗Zp

⊗
v′|p,v′ 6=v

Wav′

⊗Zp Fp (lemme (i))

∼= S

U, Ṽ ⊗Zp

⊗
v′|p,v′ 6=v

Wav′
⊗Zp Fp

 (U est su�samment petit)

∼=

(Ṽ ⊗Zp Fp)⊗Fp S
sm

U v,
⊗

v′|p,v′ 6=v

(Wav′
⊗Zp Fp)

GL3(OFw )

(lemme (ii))

∼=
(
Ṽ ⊗Zp S̃ ⊗Zp Fp

)GL3(OFw )

(lemme (iii))

∼= S̃(Ṽ ⊗Zp Fp)

Comme Qp est le corps des fractions de Zp, par exactitude de la localisation, Qp

est un Zp-module plat. Par conséquent, le morphisme

η : S̃(Ṽ )⊗Zp Qp → S̃(Ṽ ⊗Zp Qp)
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est injectif. Pour la surjectivité, considérons m ⊗ x ∈ S̃
(
Ṽ ⊗Zp Qp

)
avec m ∈

Ṽ ⊗Zp S̃ et x ∈ Qp
×
. Alors pour tout γ ∈ GL3(OFw), on a (γm−m)⊗ x = 0, et

donc, comme Ṽ ⊗Zp S̃ est un Zp-module sans torsion, m ∈ S̃(Ṽ ) : le morphisme
η est bien surjectif.

(B) On remarque immédiatement que l'on peut supposer que aw = λ. En appli-
quant successivement (A) et 6.2.1(i) puis en remarquant que U est su�samment
petit, on a :

S̃(Wλ ⊗Zp Qp) ∼= S̃(Wλ)⊗Zp Qp
∼= S(U,Wa)⊗Zp Qp

∼= S(U,Wa ⊗Zp Qp).

On en déduit que S(U,Wa⊗Zp Qp)m 6= 0. Cet espace est le sous-espace vectoriel

maximal de S(U,Wa)⊗Zp Qp sur lequel tous les éléments de TP −m agissent de

manière inversible. Soit A l'image TP⊗ZpQp dans EndQp(S(U,Wa)⊗ZpQp)m. Le

corps Qp étant algébriquement clos et A étant commutative de dimension �nie
sur Qp, il existe une surjection η′ : A� Qp telle que l'espace propre associé à η′

dans (S(U,Wa)⊗ZpQp)m est non nul. Par conséquent, si l'on note η la composée

de TP → A et de η′, on obtient η : TP → Qp telle que l'espace propre de η dans
Slim(Wa ⊗Zp Qp) est non nul.

Comme les actions de G(A∞F+) et TP sur Slim(Wa⊗ZpQp) commutent, cet espace
propre est stable parG(A∞F+). Considérons donc une sous-G(A∞F+)-représentation
irréductible r de cet espace propre telle que l'intersection de son espace sous-
jacent et de (S(U,Wa)⊗ZpQp)m soit non nulle. En appliquant le théorème 6.2.4,

à r est associé une représentation continue semi-simple ρr : GF → GL3(Qp).
Fixons une place w′ ∈ P , notons v′ = w′|F+ et supposons que rv′ est une
représentation irréductible non rami�ée admissible. D'après la partie (iii) du
théorème 6.2.4, on sait queWD(ρr|GFw′ )

F−ss ∼= recKw′ ((rv′◦ι
−1
w′ )⊗|.|−1). Comme

chaque T (j)
w′ agit sur l'espace sous-jacent de rv′ ◦ ι−1

w′ par η(T
(j)
w′ ), chaque T (j)

w′ agit
sur l'espace sous-jacent de (rv ◦ ι−1

w′ )
∨ par η(T

(j)
w′c). On déduit du corollaire 3.1.2

de [CHT08] que le polynôme caractéristique de ρ∨r (−2)(Frob−1
w′ ) est

X3 − η(T
(1)
w′c)X

2 + pη(T
(2)
w′c)X − p

3η(T
(3)
w′c).

Cela entraîne que le polynôme caractéristique de ρr(Frob
−1
w′ ) est

X3 − η(T
(2)
w′c)η(T

(3)
w′c)

−1X2 + pη(T
(1)
w′c)η(T

(3)
w′c)

−1X − p3η(T
(3)
w′c)

−1.

D'après la remarque suivant la dé�nition des T (j)
w , ce polynôme est égal à :

X3 − η(T
(1)
w′ )X2 + pη(T

(2)
w′ )X − p3η(T

(3)
w′ ).
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Par conséquent, commeKer(η) ⊆ m, pour presque toute place w′ de F , ρ∨(Frobw′)
et ρr(Frobw′) ont même polynôme caractéristique. Le théorème de Cébotarev
impose alors que, pour tout g ∈ GF , ρ∨(g) et ρr(g) ont même polynôme carac-
téristique. Par conséquent, ρ ∼= ρr

∨.
Comme U est non rami�é en p, le théorème 6.2.4(i)(ii) impose que ρr est cris-
talline, et que HT (ρr|GFw ) = (λ1 + 2, λ2 + 1, λ3). Reste à étudier le Frobenius
φ : Dcris(ρr) → Dcris(ρr). La démonstration de ce point est analogue à ce qui
précède.

(C),(D) On peut supposer aw = 0. NotonsR = R3(χ) dans (C) etR = IndGL3(Fp)

B+
3 (Fp)

(χ1⊗
χ2 ⊗ χ3) dans (D). On procède de manière très similaire à (B), et on trouve
une sous-représentation r de Slim(Wa ⊗Zp Qp) telle que r contient R∨ et ρ∨r est
semi-stable de poids de Hodge-Tate (−2,−1, 0), relève ρ et contient R (pour les
détails, voir la preuve de la proposition 7.4.4 de [EGH]). Le théorème 6.2.4(iii)
et la proposition 5.9.1 permettent alors de déterminer les représentations de
Weil-Deligne.

Nous verrons plus tard que toutes ces propriétés en caractéristique 0 portant sur
S̃ et des Zp-modules Ṽ munis d'actions de GL3(OFw) induisent des propriétés
analogues en caractéristique p portant sur S et des Fp-espaces vectoriels V munis
d'actions de GL3(OFw). Mais pour ce faire (en particulier pour traduire la partie
(B) du théorème en caractéristique p), il nous faut d'abord construire des opéra-
teurs de Hecke sur S(V ) qui vont correspondre aux opérateurs T̃j,w (j ∈ {1, 2, 3})
après réduction modulo p. C'est l'objectif de la section suivante.

6.3 Opérateurs de Hecke en caractéristique p

Soit V un poids de Serre local, vu comme représentation de GL3(kw). Rappelons
que, par dé�nition, c−IndGL3(Fw)

GL3(OFw )V est l'ensemble des fonctions f : GL3(Fw)→ V
telles que :
(i) on a f(hg) = hf(g) pour h ∈ GL3(OFw) et g ∈ GL3(Fw),
(ii) il existe un sous-groupe ouvert U de GL3(Fw) tel que f(gu) = f(g) pour u ∈ U
et g ∈ GL3(Fw).

(iii) l'image du support de f dans GL3(OFw)\GL3(Fw) est compacte. Dans notre
cas, cela revient à dire que f est à support compact.

Cet ensemble est muni d'une action continue de GL3(Fw) dé�nie par (γ · f)(g) =
f(gγ) pour g, γ ∈ GL3(Fw). On appelle algèbre de Hecke de V la Fp-algèbre

H(V ) = EndGL3(Fw)

(
c− IndGL3(Fw)

GL3(OFw )V
)
.
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La loi de réciprocité de Frobenius impose alors un isomorphisme naturel de Fp-
espaces vectoriels :

H(V ) ∼= HomGL3(OFw )

(
V, c− IndGL3(Fw)

GL3(OFw )V
)
.

Étant donné ϕ ∈ HomGL3(OFw )

(
V, c− IndGL3(Fw)

GL3(OFw )V
)
, on dé�nit une fonction

f : GL3(Fw)→ EndFpV par f(g)(x) = ϕ(x)(g). L'application ϕ 7→ f est alors un

isomorphisme de Fp-espaces vectoriels entre HomGL3(OFw )

(
V, c− IndGL3(Fw)

GL3(OFw )V
)

et l'espace F(V ) des fonctions f : GL3(Fw) → EndFpV à support compact telles
que f(hgh′) = h ◦ f(g) ◦ h′ pour h, h′ ∈ GL3(OFw) et g ∈ GL3(Fw). On dispose
donc d'un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels :

H(V ) ∼= F(V ),

qui devient un isomorphisme de Fp-algèbres si l'on munit F(V ) du produit de
convolution :

(f1 ∗ f2)(g) =
∑

γ∈GL3(OFw )\GL3(Fw)

f1(gγ−1) ◦ f2(γ),

pour f1, f2 ∈ F(V ) et g ∈ GL3(Fw). Dans la suite, on identi�era donc systémati-
quement H(V ) et F(V ).
Bien évidemment, nous voulons faire agir l'algèbre de Hecke H(V ) sur certains
espaces. Pour f ∈ F(V ) et x ∈ S(V ), posons :

f · x =
∑

γ∈GL3(OFw )\GL3(Fw)

(f(γ−1)⊗ γ−1)x.

Cela dé�nit une action de H(V ) sur S(V ).
Introduisons à présent quelques opérateurs de Hecke particuliers. Pour µ = (µ1, µ2, µ3) ∈
X∗(T3) avec µ1 ≤ µ2 ≤ µ3, on appelle Tµ,w l'élément de F(V ) qui a pour support
GL3(OFw)µ(π)GL3(OFw) et qui envoie µ(π) sur l'endomorphisme V � VNµ(kw)

∼=
V N−µ(kw) ↪→ V , où l'isomorphisme est celui décrit dans la proposition 3.4.1. Pour-
quoi nous intéressons-nous à ces opérateurs-là ? En fait, nous allons voir maintenant
que, si nous �xons un poids restreint local λ, nous pouvons relier les opérateurs
Tµ,w sur S(Fλ) aux opérateurs T̃1,w, T̃2,w, T̃3,w sur S̃(Wλ⊗ZpQp) (qui est isomorphe

à S̃(Wλ)⊗Zp Qp d'après le théorème 6.2.6(A)).
Soit donc λ ∈ Z3

+ un poids restreint local. Rappelons que nous disposons d'injec-
tions Fλ ↪→ Wλ ⊗Zp Fp et S ↪→ S̃ ⊗Zp Fp compatibles avec les actions de TP et de
GL3(Fw). En utilisant le théorème 6.2.6(A), cela conduit à une injection :

S(Fλ) ↪→ S̃(Wλ)⊗Zp Fp
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qui commute avec l'action de TP . Sur S(Fλ) agissent les deux opérateurs de Hecke
T1,w = T(0,0,1),w et T2,w = T(0,1,1),w. Ces opérateurs sur S(Fλ) vont jouer un rôle
essentiel dans la suite parce qu'il sont intimement liés aux opérateurs T̃1,w et T̃2,w

sur S̃(Wλ)⊗Zp Qp :

Proposition 6.3.1. (Rapport entre les opérateurs de Hecke en caracté-
ristique p et les opérateurs de Hecke en caractéristique 0)
Soit λ = (λ1, λ2, λ3) un poids restreint local. Notons Q̃1,w = π−λ3T̃1,w et Q̃2,w =
π−λ2−λ3T̃2,w. Ce sont des opérateurs sur S̃(Wλ)⊗Zp Qp. Pour j ∈ {1, 2}, on a :

(i) L'opérateur Q̃j,w laisse stable le réseau S̃(Wλ).
(ii) L'action induite par Q̃j,w sur S̃ ⊗Zp Fp laisse S(Fλ) stable.

(iii) L'action induite par Q̃j,w sur S(Fλ) coïncide avec celle de l'opérateur Tj,w.

Démonstration. Nous allons prouver la proposition pour j = 1. L'autre cas est
tout à fait analogue.
(i) Notons µ = (0, 0, 1) ∈ X∗(T3). Il su�t de montrer que π−λ3µ(π) laisse Wλ

stable. Rappelons que l'on peut décomposer :

Mλ(OFw)⊗OFw Qp =
⊕

ν∈X∗(T3)

Mν ,

où T3(Qp) agit sur Mν par ν. On remarque alors que, pour ν = (ν1, ν2, ν3) ∈
X∗(T3), µ(π) agit sur Mν par multiplication par πν3 . Or, si Mν 6= 0, alors
ν3 ≥ λ3. Par conséquent, π−λ3µ(π) laisse Wλ = Mλ(OFw)⊗OFw Zp stable.

(ii) Il su�t cette fois de montrer que π−λ3µ(π) laisse Fλ stable dans Wλ ⊗Zp Fp.
Notons Wν = Wλ ∩Mν pour ν ∈ X∗(T3). D'après ce que nous avons vu en (i),
π−λ3µ(π) agit sur Wλ ⊗Zp Fp par la projection :⊕

ν∈X∗(T3)

(Wν ⊗Zp Fp) �
⊕

ν∈X∗(T3),ν3=λ3

(Wν ⊗Zp Fp).

De plus, on dispose aussi d'une décomposition

Fλ = Nλ(Fp)⊗Fp Fp =
⊕

ν∈X∗(T3)

Nν ,

où T3(Fp) agit surNν par ν. Comme Fλ est une sous-représentation deWλ⊗ZpFp,
on déduit que Fλ est bien stable par π−λ3µ(π).

(iii) C'est immédiat en tenant compte de ce que nous venons de voir et de la
proposition 3.4.1.
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Nous avons ainsi dé�ni des opérateurs de Hecke en caractéristique p qui sont com-
patibles avec les opérateurs de Hecke en caractéristique 0. Nous pouvons donc
maintenant étudier les conséquences du théorème 6.2.6 en caractéristique p : c'est
l'objet de la section suivante.

6.4 Étape II : Passage en caractéristique p

A�n de comprendre ce qu'implique le théorème 6.2.6(B) sur les opérateurs T1,w

et T2,w, il convient d'étudier de plus près les valeurs propres des T̃j,w pour j ∈
{1, 2, 3} :

Proposition 6.4.1. (Réductibilité de ρ|GFw)
Supposons que S̃(Wλ⊗Zp Qp)m 6= 0 et que, pour j ∈ {1, 2, 3}, tj désigne une valeur
propre de T̃j,w sur S̃(Wλ ⊗Zp Qp)m. Supposons de plus que :

valp(t1) = λ3

ou que
valp(t2) = λ2 + λ3.

Alors ρ|GFw n'est pas irréductible.

Démonstration. Comme S̃(Wλ ⊗Zp Qp)m 6= 0, le théorème 6.2.6(B) impose que

ρ|GFw admet un relèvement cristallin ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-Tate
−(λ1+2, λ2+1, λ3) tel que φ : Dcris(ρ̃)→ Dcris(ρ̃) a pour polynôme caractéristique
X3 − t1X2 + pt2X − p3t3.
Comme dans l'étape 1 de la preuve de 5.16.1, il existe une extension �nie E de
Qp telle que Im(ρ̃) ⊆ GL3(E). Nous pouvons de plus supposer que X3 − t1X2 +
pt2X − p3t3 est scindé sur E.
Notons α1, α2, α3 ∈ E les racines du polynôme X3− t1X2 +pt2X−p3t3, ordonnées
de sorte que valp(α1) ≤ valp(α2) ≤ valp(α3). On dé�nit un sous-φ-module �ltré D′

de Dcris(ρ̃) de la manière suivante : si valp(t1) = λ3, D′ est un sous-φ-module �ltré
de Dcris(ρ̃) de dimension 1 sur E sur lequel φ agit par multiplication par α1 ; si
valp(t2) = λ2 + λ3, D′ est un sous-φ-module �ltré de Dcris(ρ̃) de dimension 2 sur
E sur lequel les valeurs propres de φ sont α1 et α2. On calcule alors :
(i) Si valp(t1) = λ3,

tN(D′) = (dimQpE)valp(α1) ≤ (dimQpE)valp(t1).

De plus, comme λ3 < λ2 + 1 < λ1 + 2, on a

tH(D′) ≥ (dimQpE)λ3 = (dimQpE)valp(t1) ≥ tN(D′).

Comme Dcris(ρ̃) est faiblement admissible, on a tH(D′) = tN(D′).
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(ii) Si valp(t2) = λ2 + λ3,

tN(D′) = (dimQpE)(valp(α1) + valp(α2)) ≤ (dimQpE)(1 + valp(t2)).

De plus, comme λ3 < λ2 + 1 < λ1 + 2, on a

tH(D′) ≥ (dimQpE)(λ2 + λ3 + 1) = (dimQpE)(1 + valp(t2)) ≥ tN(D′).

Comme Dcris(ρ̃) est faiblement admissible, on a tH(D′) = tN(D′).
Dans tous les cas, tH(D′) = tN(D′). Le théorème 5.8.4 impose alors que ρ|GFw n'est
pas irréductible.

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le théorème suivant, qui résume
toutes les conséquences du théorème 6.2.6 en caractéristique p :

Théorème 6.4.2. (Relèvements de représentations et S)
Supposons que ρ|GFw est irréductible.
(A*) Pour tout poids de Serre local V vu comme représentation de GL3(kw), le
Fp-espace vectoriel S(V ) est de dimension �nie.

(B*) Si V = F (λ1, λ2, λ3) est un poids de Serre local tel que S(V )m 6= 0, alors
ρ|GFw admet un relèvement cristallin ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-
Tate −(λ1 + 2, λ2 + 1, λ3). De plus, les opérateurs de Hecke T1,w et T2,w agissent
de manière nilpotente sur S(V )m.

(C*) Soient χ : F×p3 → Qp
×
un caractère primitif et V = F (λ1, λ2, λ3) un poids

de Serre local tel que S(V )m 6= 0. En voyant R3(χ) comme une représentation
de GL3(kw), si V est isomorphe à une composante de Jordan-Hölder d'une ré-
duction modulo p de R3(χ), alors ρ|GFw admet un relèvement potentiellement
semi-stable ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-Tate (−2,−1, 0) et de type
d'inertie WD(ρ̃)|IFw =

⊕
σ∈Gal(kw,3/kw) σ(χ ◦ Art−1

Fw,3
).

(D*) Soient χ1, χ2, χ3 : k×w = F×p → Qp
×
trois caractères distincts et V = F (λ1, λ2, λ3)

un poids de Serre local tel que S(V )m 6= 0. Si V est une composante de Jordan-
Hölder de IndGL3(kw)

B+
3 (kw)

(χ1 ⊗ χ2 ⊗ χ3), alors ρ|GFw admet un relèvement potentiel-

lement semi-stable ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-Tate (−2,−1, 0) et
de type d'inertie

WD(ρ̃)|IFw = χ1 ◦ Art−1
Fw
⊕ χ2 ◦ Art−1

Fw
⊕ χ3 ◦ Art−1

Fw
.

Démonstration. (A*) Si l'on note V = Fλ, cela découle immédiatement du théo-
rème 6.2.6(A) et de l'injection S(Fλ) ↪→ S̃(Wλ)⊗Zp Fp.

(B*) On note λ = (λ1, λ2, λ3). Comme on dispose d'une injection S(Fλ) ↪→
S̃(Wλ) ⊗Zp Fp et comme S(Fλ)m 6= 0, par exactitude de la localisation, on dé-

duit que (S̃(Wλ) ⊗Zp Fp)m 6= 0. On dispose de plus d'une surjection S̃(Wλ) �
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S̃(Wλ) ⊗Zp Fp, et donc S̃(Wλ)m 6= 0. En utilisant le théorème 6.2.6(A), on ob-

tient aussi une injection S̃(Wλ) ↪→ S̃(Wλ) ⊗Zp Qp, d'où (S̃(Wλ) ⊗Zp Qp)m 6= 0.
Par conséquent, le théorème 6.2.6(A)(B) impose que ρ|GFw admet un relèvement
cristallin ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-Tate −(λ1 + 2, λ2 + 1, λ3).
Reste à prouver la nilpotence des opérateurs T1,w et T2,w sur S(V )m. Nous allons
bien sûr la déduire des propriétés des opérateurs T̃1,w et T̃2,w à l'aide de la propo-
sition 6.3.1. Considérons les opérateurs Q̃1,w = π−λ3T̃1,w et Q̃2,w = π−λ2−λ3T̃2,w.
Nous savons alors, grâce à la proposition 6.3.1, que Q̃1,w et Q̃2,w stabilisent
S̃(Wλ), que l'espace S(Fλ) est stable sous l'action induite sur S̃(Wλ)⊗Zp Fp, et
que Q̃1,w et Q̃2,w agissent comme T1,w et T2,w sur S(Fλ). Considérons α1 et α2

dans Fp des valeurs propres respectives de Q̃1,w et de Q̃2,w sur (S̃(Wλ)⊗Zp Fp)m
correspondant à un même vecteur propre et montrons que α1 = α2 = 0, ce qui
permettra immédiatement de conclure que les actions de T1,w et T2,w sur S(Fλ)m
sont nilpotentes puisque T1,w et T2,w commutent.
La Zp-algèbre commutative TP [Q̃1,w, Q̃2,w] agit sur le Zp-module libre de type
�ni S̃(Wλ). Soit n le noyau du morphisme de Zp-algèbres η : TP [Q̃1,w, Q̃2,w] →
TP/m = Fp qui envoie Q̃1,w sur α1 et Q̃2,w sur α2. Comme α1 et α2 sont des
valeurs propres de Q̃1,w et de Q̃2,w correspondant au même vecteur propre dans
(S̃(Wλ)⊗Zp Fp)m et comme l'algèbre TP [Q̃1,w, Q̃2,w] est commutative, on déduit

que (S̃(Wλ) ⊗Zp Fp)n 6= 0. Par exactitude de la localisation, cela impose que

S̃(Wλ)n 6= 0 et donc que (S̃(Wλ)⊗ZpQp)n 6= 0, puisque S̃(Wλ) est un Zp-module

libre de type �ni d'après le théorème 6.2.6(A). Remarquons que (S̃(Wλ)⊗ZpQp)n

est le sous-espace vectoriel maximal de S̃(Wλ)⊗ZpQp sur lequel tous les éléments

de TP [Q̃1,w, Q̃2,w] qui ne sont pas dans n agissent de manière inversible.
Considérons maintenant l'imageA de TP [Q̃1,w, Q̃2,w]⊗ZpQp dans EndQp((S̃(Wλ)⊗Zp
Qp)n). Le corps Qp étant algébriquement clos et l'algèbre A étant commu-
tative, on voit qu'il existe une surjection de Qp-algèbres η′ : A � Qp telle
que l'espace propre associé à η′ dans (S̃(Wλ) ⊗Zp Qp)n est non nul. Par consé-

quent, l'espace propre associé à η′ dans S̃(Wλ) ⊗Zp Qp est aussi non nul. No-

tons alors η̃ : TP [Q̃1,w, Q̃2,w] → Qp la composée de l'application naturelle
TP [Q̃1,w, Q̃2,w]→ A suivie de η′.
Si α1 6= 0, alors η̃(Q̃1,w) serait une unité, et donc T̃1,w possèderait une valeur
propre de valuation p-adique λ3 sur S̃(Wλ ⊗Zp Qp)m, ce qui impliquerait que ρ̃
ne soit pas irréductible d'après la proposition 6.4.1 et donc que ρ|GFw ne soit pas
irréductible. De même, si α2 6= 0, alors η̃(Q̃2,w) serait une unité, et donc T̃2,w

possèderait une valeur propre de valuation p-adique λ2 +λ3 sur S̃(Wλ⊗Zp Qp)m,
ce qui impliquerait que ρ̃ ne soit pas irréductible d'après la proposition 6.4.1
et donc que ρ|GFw ne soit pas irréductible. Dans tous les cas, on arrive à une
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contradiction. Par conséquent, α1 = α2 = 0 et donc les actions de T̃1,w et T̃2,w

sont bien nilpotentes.
(C*) • Montrons d'abord que V est une sous-représentation d'une réduction de

R3(χ). Comme dans l'étape 1 de la démonstration de 5.16.1, on peut suppo-
ser que l'image de R3(χ) : GL3(Fp) → GL(p+1)(p−1)2(Qp) est contenue dans
GL(p+1)(p−1)2(OE) pour une certaine extension �nie E de Qp et que la réduc-
tion R3(χ) : GL3(Fp)→ GL(p+1)(p−1)2(OE/mE) contient déjà une composante
de Jordan-Hölder VE telle que VE ⊗ Fp = V .
Notons RE

1 le OE-réseau stable canonique de R3(χ). Soit pr : RE
1 → RE

1 ⊗OE
OE/mE la projection canonique. Comme VE est une composante de Jordan-
Hölder de RE

1 ⊗OE OE/mE, il existe une suite exacte :

0→ XE → RE
1 ⊗OE OE/mE → YE → 0

telle que VE s'injecte dans YE. On a alors les inclusions mER
E
1 ⊆ pr−1(XE) ⊆

RE
1 , donc pr−1(XE) est un réseau stable de R3(χ). De plus, on a une suite

exacte :
0→ YE → pr−1(XE)⊗OE OE/mE → XE → 0.

Donc, en notant RE
0 = pr−1(XE), RE

0 est un OE-réseau stable de R3(χ) tel
que VE est une sous-représentation de RE

0 ⊗OE OE/mE. On en déduit que en
notant R0 = RE

0 ⊗ Zp, R0 est un Zp-réseau stable de R3(χ) tel que V est une
sous-représentation de R0 ⊗Zp Fp.
• On dispose alors d'une injection S(V ) ↪→ S(R0 ⊗Zp Fp). Comme S(V )m 6=

0, cela impose que S(R0 ⊗Zp Fp)m 6= 0. Or nous disposons d'une injection

S(R0⊗ZpFp) ↪→ S̃(R0)⊗ZpFp compatible avec l'action de TP . Par conséquent,
(S̃(R0)⊗Zp Fp)m 6= 0. De plus, d'après le théorème 6.2.6(A), S̃(R0 ⊗Zp Fp) ∼=
S̃(R0) ⊗Zp Fp. On déduit alors que (S̃(R0) ⊗Zp Fp)m 6= 0 et que S̃(R0)m 6= 0.

Le théorème 6.2.6(A) a�rme que S̃(R0) est un Zp-module libre de type �ni
et que S̃(R0)⊗Zp Qp

∼= S̃(R0 ⊗Zp Qp), ce qui implique que S̃(R3(χ))m 6= 0. Le
théorème 6.2.6(C) permet alors de conclure.

(D*) La preuve est tout à fait analogue à celle de (C*), en utilisant le théorème
6.2.6(A)(D).

De toute cette partie sur les relèvements de représentations, il su�ra pour la suite
de retenir ce dernier théorème.

85



7 Comparaison des ensembles de poids locaux

Nous avons introduit deux ensembles de poids de Serre locaux associés à la repré-
sentation ρ : d'une part, l'ensemble Ww(ρ) constitué des poids de Serre locaux V
tels que S(V )m 6= 0, et d'autre part, l'ensemble des poids locaux prévusW ?

w(ρ|GFw ).
L'objectif de cette partie consiste à comparer ces deux ensembles.
Nous conservons ici toutes les hypothèses et notations de la section 4.1. Fixons
ρ : GF → GL3(Fp) une représentation continue automorphe ainsi qu'une place
w de F divisant p. Notons v = w|F+ et considerons π une uniformisante de OFw .
Comme ρ est automorphe, nous pouvons utiliser la section 6. Supposons �nalement
que ρ|GFw est irréductible et modérément rami�ée, de sorte que nous pouvons ap-
pliquer le théorème 6.4.2 et que l'ensemble W ?

w(ρ|GFw ) est bien dé�ni.

7.1 Les poids locaux associés à une représentation sont sou-
vent des poids prévus

Théorème 7.1.1. (Les poids locaux associés à une représentation sont
souvent des poids prévus)
Soit (x, y, z) ∈ (Z3

+)0 un poids restreint local tel que l'une des deux conditions
suivantes est satisfaite :
(i) x− z < p− 3.
(ii) x− y < p− 5, y − z < p− 5 et x− z > p+ 1.
Dans ces conditions, si F (x, y, z) ∈ Ww(ρ), alors F (x, y, z) ∈ W ?

w(ρ|GFw ).

Démonstration. (i) Supposons que F (x, y, z) ∈ Ww(ρ). D'après le théorème 6.4.2(B*),
ρ|GFw admet un relèvement cristallin ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-
Tate −(x+ 2, y+ 1, z). Considérons ρ′ = ρ⊗Fp(−x− 2) et ρ̃′ = ρ̃⊗Qp(−x− 2).
Dans ce cas, ρ̃′ est un relèvement cristallin de ρ′ de poids de Hodge-Tate (0, x−
y + 1, x− z + 2).
Comme dans l'étape 1 de la preuve du théorème 5.16.1, on peut supposer
que ρ̃′ arrive dans GL3(OE) pour E une extension �nie de degré m de Qp.
De plus, comme dans l'étape 3 du même théorème, il existe un caractère χ :
IFw → (OE/mE)× tel que ρ′|IFw ∼= χ ⊕ χp ⊕ χp2 et χp

3
= χ. Voyons ρ̃′ comme

une représentation de dimension 3m sur Qp et ρ′ comme une représentation
de dimension au plus 3m sur Fp. Notons ρ′p = ρ̃′ ⊗Zp Fp : c'est une repré-
sentation de GFw sur Fp de dimension 3m. On remarque alors que ρ′ est un
quotient de ρ′p. Nous allons utiliser la théorie de Fontaine-La�aille. Comme
x − z + 2 ≤ p − 2, le théorème 5.13.5 entraîne l'existence de M ∈ FLp−2

tor

tel que T ∗cris(M) = ρ′p. En appliquant la proposition 5.13.6 de la théorie de

Fontaine-La�aille, on déduit que χ est ωp(y−x−1)+p2(z−x−2)
3 , ω(y−x−1)+p(z−x−2)

3 ,
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ω
(z−x−2)+p2(y−x−1)
3 , ω(y−x−1)+p2(z−x−2)

3 , ω(z−x−2)+p(y−x−1)
3 ou ω

p(z−x−2)+p2(y−x−1)
3 .

On en déduit que ρ|IFw ∼= τ(ξ, (x + 2, y + 1, z)) pour ξ un cycle d'ordre 3.
On en déduit immédiatement que F (x, y, z) ∈ W ?

w(ρ|GFw ).
(ii) Supposons que F (x, y, z) ∈ Ww(ρ). Notons a = y, b = x − (p − 1) et c =
z. D'après le théorème 3.3.3, la représentation W (b+ p− 1, a, c) est un sous-

quotient de IndGL3(kw)

B+
3 (kw)

([.]a ⊗ [.]b ⊗ [.]c), et donc, en appliquant la proposition

3.3.4, F (x, y, z) est une composante de Jordan-Hölder de IndGL3(kw)

B+
3 (kw)

([.]a ⊗ [.]b ⊗ [.]c).

Par conséquent, d'après le théorème 6.4.2(D*), ρ|GFw admet un relèvement po-
tentiellement semi-stable ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-Tate (−2,−1, 0)
et de type d'inertie

WD(ρ̃)|IFw = [.]a ◦ Art−1
Fw
⊕ [.]b ◦ Art−1

Fw
⊕ [.]c ◦ Art−1

Fw

∼= ω̃1
a ⊕ ω̃1

b ⊕ ω̃1
c.

Le théorème 5.16.1 impose alors que

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+ a0, c+ a2, b+ a1))
∼= τ((1 2 3), (y + a0, z + a2, x− p+ 1 + a1))
∼= τ((1 3 2), (y + a0, x− p+ 1 + a1, z + a2)) (1)

ou

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+ 2− a2, b+ 2− a1, c+ 2− a0))
∼= τ((1 2 3), (y + 2− a2, x− p+ 3− a1, z + 2− a0)) (2)

avec (a0, a1, a2) ∈ {(1, 1, 1), (1, 2, 0), (2, 1, 0)}.
Notons maintenant e0 = y + 1, e1 = x − (p − 1) et e2 = z − 1. Considérons le
caractère de Fq3 donné par χ = [.]e0+pe1+p2e2 . D'après le théorème 3.3.3, la repré-
sentationW (e1 + p− 1, e0 − 1, e2 + 1) est un sous-quotient de R3(χ), et donc, en
appliquant la proposition 3.3.4, F (x, y, z) est une composante de Jordan-Hölder
de R3(χ). Par conséquent, d'après le théorème 6.4.2(C*), ρ|GFw admet un relève-
ment potentiellement semi-stable ρ̃ : GFw → GL3(Qp) de poids de Hodge-Tate
(−2,−1, 0) et de type d'inertie

WD(ρ̃)|IFw =
⊕

σ∈Gal(kw,3/kw)

σ(χ ◦ Art−1
Fw,3

)

∼= ω̃e0+pe1+p2e2
3 ⊕ ω̃e1+pe2+p2e0

3 ⊕ ω̃e2+pe0+p2e1
3 .

Par conséquent, le théorème 5.16.1 permet de conclure que

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (e0 + a0, e2 + a2, e1 + a1))
∼= τ((1 2 3), (y + 1 + a0, z − 1 + a2, x− p+ 1 + a1))
∼= τ((1 3 2), (y + 1 + a0, x− p+ 1 + a1, z − 1 + a2)) (3)
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avec (a0, a1, a2) ∈ {(0, 2, 1), (1, 1, 1), (1, 2, 0)} ou

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (e0 + a0, e1 + a2, e2 + a1))
∼= τ((1 2 3), (y + 1 + a0, x− p+ 1 + a2, z − 1 + a1)) (4)

et (a0, a1, a2) ∈ {(0, 1, 2), (0, 2, 1), (1, 0, 2), (1, 1, 1), (1, 2, 0), (2, 0, 1), (2, 1, 0)}.
Notons �nalement e′0 = x + 1, e′1 = z + p − 1 et e′2 = y − 1. Considérons le
caractère de Fq3 donné par χ′ = [.]e

′
2+pe′1+p2e′0 . D'après le théorème 3.3.3, la re-

présentationW (−e′1 + p− 1,−e2 − 1,−e0 + 1) est un sous-quotient de R3(χ′−1),
et donc, en appliquant la proposition 3.3.4, F (−z,−y,−x) est une composante
de Jordan-Hölder de R3(χ−1). On en déduit que F (x, y, z) est une composante
de Jordan-Hölder de R3(χ), et donc, d'après le théorème 6.4.2(C*), ρ|GFw ad-
met un relèvement potentiellement semi-stable ρ̃′ : GFw → GL3(Qp) de poids de
Hodge-Tate (−2,−1, 0) et de type d'inertie

WD(ρ̃)|IFw =
⊕

σ∈Gal(kw,3/kw)

σ(χ′ ◦ Art−1
Fw,3

)

∼= ω̃
e′2+pe′1+p2e′0
3 ⊕ ω̃e

′
0+pe′2+p2e′1

3 ⊕ ω̃e
′
1+pe′0+p2e′2

3 .

Par conséquent, le théorème 5.16.1 permet de conclure que

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (e′2 + 2− a0, e
′
0 + 2− a2, e

′
1 + 2− a1))

∼= τ((1 2 3), (y + 2− a0, x− p+ 3− a2, z + 2− a1)) (5)

avec (a0, a1, a2) ∈ {(0, 2, 1), (1, 1, 1), (1, 2, 0)} ou

ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (e′2 + 2− a0, e
′
1 + 2− a2, e

′
0 + 2− a1))

∼= τ((1 2 3), (y + 2− a0, z + 1− a2, x− p+ 4− a1))
∼= τ((1 3 2), (y + 2− a0, x− p+ 4− a1, z + 1− a2)) (6)

et (a0, a1, a2) ∈ {(0, 1, 2), (0, 2, 1), (1, 0, 2), (1, 1, 1), (1, 2, 0), (2, 0, 1), (2, 1, 0)}. La
remarque 4.4.1 permet d'établir que les cas (1), (3), (6) sont distincts des cas
(2), (4), (5). Par conséquent, nous sommes dans l'un des cas suivants :
• les alternatives (1), (3) et (6) sont satisfaites. Dans ce cas, on observe grâce à la
remarque 4.4.1 que la possibilité ρ|Ip ∼= τ((1 3 2), (y+a0, x−p+1+a1, z+a2))
avec (a0, a1, a2) = (1, 1, 1) ne �gure pas parmi les possiblités décrites en (3).
On en déduit que ρ|Ip ∼= τ((1 3 2), (y + a0, x − p + 1 + a1, z + a2)) avec
(a0, a1, a2) ∈ {(1, 2, 0), (2, 1, 0)}.
• les alternatives (2), (4) et (5) sont satisfaites. Dans ce cas, on observe grâce
à la remarque 4.4.1 que la possibilité ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (y + 2− a2, x− p+ 3−
a1, z + 2 − a0)) avec (a0, a1, a2) = (1, 2, 0) ne �gure pas parmi les possiblités
décrites en (5). On en déduit que ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (y+a0, x−p+1+a1, z+a2))
avec (a0, a1, a2) ∈ {(1, 1, 1), (2, 1, 0)}.
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Supposons par exemple que ρ|Ip ∼= τ((1 3 2), (y + 1, x− p+ 3, z)). On a alors :

ρ|Ip ∼= τ((1 3 2), (z, y + 1, x− p+ 3))
∼= τ((1 3 2), (z + p, y + 1, x− p+ 2)).

Comme p2 +p+1 ne divise pas (z+p)+p(x−p+2)+p2(y+1), cela impose que
(z+p, y+ 1, x−p+ 2) ∈ C(ρ). Comme F (z+p−2, y, x−p+ 2) est dans l'alcôve
inférieure, F (x, y, z) ∈ A(z + p, y + 1, x− p+ 2). Donc F (x, y, z) ∈ W ?

w(ρ|GFw ).
Les trois autres cas sont analogues.

7.2 Les poids locaux prévus sont souvent des poids associés
à la représentation

Nous allons maintenant prouver que, sous certaines hypothèses, les poids locaux
prévus sont dans Ww(ρ). Commeçons tout d'abord par un lemme technique :

Lemme 7.2.1. (Un isomorphisme de compatibilité avec la localisation)
Pour tout sous-groupe ouvert compact U de GL3(OFw), la dimension de SU est
�nie, et si V est un Fp-espace vectoriel de dimension �nie muni d'une action
continue de GL3(OFw), on a un isomorphisme naturel :

S(V )m ∼= (V ⊗Fp Sm)GL3(OFw ).

Démonstration. Soit U un sous-groupe ouvert compact de GL3(OFw). La loi de
réciprocité de Frobenius impose alors que :

SU ∼= HomU(Fp, S) ∼= HomGL3(OFw )(Ind
GL3(OFw )
U Fp, S).

Par conséquent, dim(SU) est inférieure ou égale à la somme des dimensions des
HomGL3(OFw )(V

′, S) ∼= S(V ′∨) poour V ′ décrivant les composantes de Jordan-

Hölder de IndGL3(OFw )
U Fp. Le théorème 6.4.2(A*) permet alors de conclure que

dim(SU) <∞.
Soit maintenant V un Fp-espace vectoriel de dimension �nie muni d'une action
continue de GL3(OFw). Comme l'action de GL3(OFw) sur S est continue, on a :

V ⊗Fp S =
⋃
U

(V ⊗Fp S
U),

où U décrit les sous-groupes ouverts compacts distingués de GL3(OFw). Comme
les actions de GL3(OFw) et de TP sur S commutent, on en déduit :

S(V )m ∼= lim−→
U

(
(V ⊗Fp S

U)GL3(OFw )
)
m
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et :

(V ⊗Fp Sm)GL3(OFw ) ∼= lim−→
U

(
(V ⊗Fp S

U)m

)GL3(OFw )

.

Nous avons vu que V ⊗Fp S
U est de dimension �nie. Par conséquent, (V ⊗Fp S

U)m
est le sous-espace maximal de V ⊗Fp S

U sur lequel tout élément de TP qui n'est

pas dans m agit de manière inversible, et
(

(V ⊗Fp S
U)GL3(OFw )

)
m
est le sous-espace

maximal de (V ⊗Fp S
U)GL3(OFw ) sur lequel tout élément de TP qui n'est pas dans

m agit de manière inversible. On en déduit que le morphisme naturel :(
(V ⊗Fp S

U)GL3(OFw )
)
m
→
(

(V ⊗Fp S
U)m

)GL3(OFw )

est un isomorphisme.

D'après le théorème 6.4.2(B*), si V est un poids de Serre local tel que S(V )m 6= 0,
alors l'action des opérateurs T1,w et T2,w sur S(V )m n'est pas injective. Dans la
suite, nous allons montrer que cela entraîne que S(V ′)m 6= 0 pour un poids de Serre
local V ′ autre que V . Ainsi, en appliquant de nombreuses fois de suite ce principe,
à partir d'un poids V ∈ Ww(ρ), nous pourrons trouver successivement d'autres
poids de Serre locaux V ′, V ′′, ... dans Ww(ρ), et nous verrons que nous obtenons
tous les poids de W ?

w(ρ|GFw ) par ce procédé, de sorte que W ?
w(ρ|GFw ) ⊆ Ww(ρ).

Pour ce faire, étudions un peu plus les opérateurs Tµ,w :

Proposition 7.2.2. (Factorisation de Tµ,w)
Soit V un poids de Serre local. Soient µ ∈ X∗(T3) et t = µ(π), avec µ1 ≤ µ2 ≤ µ3.
En notant K = GL3(OFw), on dispose alors d'un diagramme commutatif :

(V ⊗Fp Sm)K � � //

Tµ,w **TTTTTTTTTTTTTTTTTT

(
(IndKK∩tKt−1V N−µ(kw))⊗Fp Sm

)K
��

(V ⊗Fp Sm)K

la �èche verticale étant induite par la réciprocité de Frobenius.

Démonstration. Soit x ∈ (V ⊗Fp Sm)K . Trouvons γ1, ..., γd ∈ K tels que K =∐d
i=1(K ∩ tKt−1)γi. Alors KtK =

⋃d
i=1K(t−1Kt ∩ K)t−1γi =

⋃d
i=1Ktγi. Si

i 6= j, alors γiγ
−1
j 6∈ tKt−1, d'où (t−1γi)(t

−1γj)
−1 6∈ K. Par conséquent, KtK =∐d

i=1 Kt
−1γi.

90



On calcule alors :

Tµ,wx =
∑

γ∈K\GL3(Fw)

(Tµ,w(γ−1)⊗ γ−1)x

=
∑

γ∈K\Kt−1K

(Tµ,w(γ−1)⊗ γ−1)x

=
d∑
i=1

(Tµ,w(γ−1
i t)⊗ γ−1

i t)x

=
d∑
i=1

(γ−1
i ⊗ γ−1

i )(Tµ,w(t)⊗ t)x

=
∑

γ∈(K∩tKt−1)\K

(γ−1 ⊗ γ−1)y,

où y = (Tµ,w(t)⊗ t)x ∈ V N−µ(kw)⊗Fp Sm. Remarquons que, si γ ∈ K ∩ tKt−1, alors

γy = (Tµ,w(γt)⊗ (γt))x = (Tµ,w(t)⊗ t)(t−1γt)x = y.

D'où y ∈ (V N−µ(kw) ⊗Fp Sm)K∩tKt
−1
.

Pour γ ∈ K et u ∈ V N−µ(Kw), notons maintenant [γ, u] l'élément de IndKK∩tKt−1V N−µ(kw)

à support dans (K ∩ tKt−1)γ envoyant γ sur u. Notons aussi [γ, ·] l'application
V N−µ(Kw) → IndKK∩tKt−1V N−µ(kw) envoyant u sur [γ, u], et posons :

z =
∑

γ∈(K∩tKt−1)\K

([γ, ·]⊗ γ−1)y ∈ IndKK∩tKt−1V N−µ(kw) ⊗Fp Sm.

On véri�e immédiatement que z est �xé par K. Par conséquent, y 7→ z dé�-

nit un morphisme (V N−µ(kw) ⊗Fp Sm)K∩tKt
−1 →

(
(IndKK∩tKt−1V N−µ(kw))⊗Fp Sm

)K
,

qui est en fait un isomorphisme d'inverse dé�ni par f ⊗ s 7→ f(Id) ⊗ s pour
f ∈ IndKK∩tKt−1V N−µ(kw) et s ∈ Sm. Posons i(x) = z.

Nous avons ainsi dé�ni un morphisme i :
(
V ⊗Fp Sm

)K
→
(

(IndKK∩tKt−1V N−µ(kw))⊗Fp Sm

)K
.

Soit η : V � VNµ(kw) � VU(kw)
∼= Fp (le choix du dernier isomorphisme est ar-

bitraire), et considérons x ∈ Ker(i). Alors comme y 7→ z est un isomorphisme,
(Tµ,w(t) ⊗ t)x = 0, et donc, par dé�nition de Tµ,w et de η, on a (η ⊗ t)x = 0.
Comme V est une représentation irréductible de K, il en est de même de V ∨, et,
par conséquent, η engendre V ∨ comme représentation de K. Comme de plus x est
�xé par K, on déduit que pour tout ϕ ∈ V ∨ il existe γϕ ∈ K tel que (ϕ⊗tγϕ)x = 0.
Étant donné que tγϕ dé�nit un isomorphisme de Sm, cela impose que x = 0, d'où
l'injectivité de ϕ.
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Maintenant, considérons le morphisme naturel ψ :
(

(IndKK∩tKt−1V N−µ(kw))⊗Fp Sm

)K
→(

V ⊗Fp Sm

)K
induit par la réciprocité de Frobenius. Plus précisément, ψ envoie

[γ, u] ⊗ s sur γ−1u ⊗ s pour γ ∈ K, u ∈ V N−µ(kw) et s ∈ Sm. On remarque alors

que, pour x ∈
(
V ⊗Fp Sm

)K
:

ψ(i(x)) = ψ

 ∑
γ∈(K∩tKt−1)\K

([γ, ·]⊗ γ−1)y


=

∑
γ∈(K∩tKt−1)\K

(γ−1 ⊗ γ−1)y

= Tµ,wx.

Cette proposition entraîne le corollaire important suivant :

Corollaire 7.2.3. (Non injectivité de Tµ,w)
Soit V un poids de Serre local. Notons toujours K = GL3(OFw). Soit µ ∈ X∗(T )
tel que µ1 ≤ µ2 ≤ µ3 et Tµ,w n'est pas injectif sur S(V )m. Alors il existe une
composante de Jordan-Hölder V ′ de Ker(IndKK∩tKt−1V N−µ(kw) → V ) telle que
S(V ′)m 6= 0.

Démonstration. Considérons une suite de Jordan-Hölder :

0 = V0 ( V1 ( ... ( Vd = Ker(IndKK∩tKt−1V N−µ(kw) → V ).

Supposons que, pour tout 0 ≤ i ≤ d − 1, S(Vi+1/Vi)m = 0. Alors, pour tout i,
on a S(Vi)m ∼= S(Vi+1)m, et donc S

(
Ker(IndKK∩tKt−1V N−µ(kw) → V )

)
m

= 0. On en
déduit que Ker

(
S
(
IndKK∩tKt−1V N−µ(kw)

)
m
→ S(V )m

)
= 0, et donc que Tµ,w est

injectif sur S(V ) d'après la proposition précédente : contradiction !

Rappelons que nous avons dé�ni les deux sous-groupes paraboliques de GL3(Fp)
suivants :

P+
(1,2)(Fp) =

 ∗ ∗ ∗0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 ,

P+
(2,1)(Fp) =

 ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 ∗

 .

Nous aurons besoin dans la suite de proposition suivante qui concerne la théorie
des représentations :
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Proposition 7.2.4. (Composantes de Jordan-Hölder de certaines induc-
tions paraboliques)
Soit (a, b, c) ∈ Z3 tel que a > b > c et a− c < p− 1.
(i) Les composantes de Jordan-Hölder de IndGL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
(F (a)⊗ F (b, c)) sont :

F (b, c, a− p+ 1), F (b+ p− 1, a, c), F (a, b, c).

(ii) Les composantes de Jordan-Hölder de IndGL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
(F (a)⊗F (c, b−p+1)) sont :

F (c+ p− 1, b, a− p+ 1), F (c+ p− 1, a, b), F (c+ p− 2, a, b+ 1),

F (a− 1, b, c+ 1), F (b− 1, c, a− p+ 2), F (a, c, b− p+ 1).

Démonstration. On pourra aller voir le lemme 6.1.1 de [EGH].

Grâce à la proposition précédente, nous pouvons donner une version beaucoup plus
explicite du corollaire 7.2.3 dans les cas où µ = (0, 0, 1) et µ = (0, 1, 1) :

Proposition 7.2.5. Soit (x, y, z) ∈ (Z3
+)0 un poids restreint, et notons V =

F (x, y, z).
(i) Supposons que x > y > z, x−z < p−1 et que T1,w n'est pas injectif sur S(V )m.
Alors S(V ′)m 6= 0 pour V ′ l'un des deux poids de Serre locaux :

F (z + p− 1, x, y), F (x, z, y − p+ 1).

(ii) Supposons que x > y > z, x − z < p − 1 et que T2,w n'est pas injectif sur
S(V )m. Alors S(V ′)m 6= 0 pour V ′ l'un des deux poids de Serre locaux :

F (y, z, x− p+ 1), F (y + p− 1, x, z).

(iii) Supposons que x− y < p− 1, y − z < p− 1, x− z > p− 1 et que T1,w n'est
pas injectif sur S(V )m. Alors S(V ′)m 6= 0 pour V ′ l'un des cinq poids de Serre
locaux :

F (x, z + p− 1, y), F (x− 1, z + p− 1, y + 1), F (y − 1, x− p+ 1, z + 1),

F (z + p− 2, y, x− p+ 2), F (z + 2p− 2, x, y).

(iv) Supposons que x − y < p − 1, y − z < p− 1, x − z > p− 1 et que T2,w n'est
pas injectif sur S(V )m. Alors S(V ′)m 6= 0 pour V ′ l'un des cinq poids de Serre
locaux :

F (y, x− p+ 1, z), F (y − 1, x− p+ 1, z + 1), F (x− 1, z + p− 1, y + 1),

F (z + p− 2, y, x− p+ 2), F (y, z, x− 2p+ 2).
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Démonstration. Notons K = GL3(OFw).
(i) Considérons µ = (0, 0, 1). D'après la proposition 7.2.3, il existe une composante
de Jordan-Hölder V ′ de Ker(IndKK∩µ(π)Kµ(π)−1V N−µ(kw) → V ) telle que (V ′ ⊗Fp
Sm)K 6= 0 et donc telle que S(V ′)m 6= 0 d'après le lemme 7.2.1. Or, étant donné
que Ker(K → GL3(Fp)) est contenu dans K ∩ µ(π)Kµ(π)−1 et que l'image de
K ∩ µ(π)Kµ(π)−1 dans GL3(Fp) est P+

(2,1)(Fp), on a :

IndKK∩µ(π)Kµ(π)−1V N−µ(kw) ∼= Ind
GL3(Fp)

P+
(2,1)

(Fp)
V N−µ(Fp).

De plus, d'après 3.4.1, V N−µ(Fp) ∼= F (x, y)⊗F (z), et donc V ′ est une composante
de Jordan-Hölder de IndGL3(Fp)

P+
(2,1)

(Fp)
(F (x, y)⊗ F (z)). On remarque alors que, dans

le groupe de Grothendieck :

Ind
GL3(Fp)

P+
(2,1)

(Fp)
(F (x, y)⊗ F (z)) ∼= Ind

GL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
(F (z)⊗ F (x, y))

∼= Ind
GL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
(F (z + p− 1)⊗ F (x, y))

Comme z + p − 1 > x > y et z + p − 1 − y < p − 1, en prenant a = z + p − 1,
b = x et c = y, la proposition 7.2.4(i) impose alors que V ′ est F (z + p− 1, x, y)
ou F (x, z, y − p+ 1).

(ii) Considérons µ = (0, 1, 1). D'après la proposition 7.2.3, il existe une composante
de Jordan-Hölder V ′ de Ker(IndKK∩µ(π)Kµ(π)−1V N−µ(kw) → V ) telle que (V ′ ⊗Fp
Sm)K 6= 0 et donc telle que S(V ′)m 6= 0 d'après le lemme 7.2.1. Or, étant donné
que Ker(K → GL3(Fp)) est contenu dans K ∩ µ(π)Kµ(π)−1 et que l'image de
K ∩ µ(π)Kµ(π)−1 dans GL3(Fp) est P+

(1,2)(Fp), on a :

IndKK∩µ(π)Kµ(π)−1V N−µ(kw) ∼= Ind
GL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
V N−µ(Fp).

Or, d'après 3.4.1, V N−µ(Fp) ∼= F (x) ⊗ F (y, z), et donc V ′ est une composante
de Jordan-Hölder de IndGL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
(F (x) ⊗ F (y, z)). En prenant a = x, b = y

et c = z, la proposition 7.2.4(i) impose alors que V ′ est F (y, z, x − p + 1) ou
F (y + p− 1, x, z).

(iii) Comme en (i), on trouve V ′ comme composante de Jordan-Hölder de :

Ind
GL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
(F (z)⊗F (x, y)) ∼= Ind

GL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
(F (z+2(p−1))⊗F (x, (y+p−1)−p+1)).

L'application de la proposition 7.2.4(ii) avec a = z + 2(p− 1), b = y + p− 1 et
c = x permet de conclure.
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(iv) Comme en (ii), on trouve V ′ comme composante de Jordan-Hölder de :

Ind
GL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
(F (x)⊗ F (y, z)) ∼= Ind

GL3(Fp)

P+
(1,2)

(Fp)
(F (x)⊗ F (y, (z + p− 1)− p+ 1)).

L'application de la proposition 7.2.4(ii) avec a = x, b = z+p−1 et c = y permet
de conclure.

Rassemblons maintenant toutes les idées que nous avons développées dans cette
section pour prouver le théorème :

Théorème 7.2.6. Soit (a, b, c) ∈ Z3 tel que a− b > 5, b− c > 4 et a− c < p− 7,
et supposons l'une des deux conditions suivantes :
(I) On a un isomorphisme ρ|IFw ∼= τ((1 2 3), (a+ 2, b+ 1, c).
(II) On a un isomorphisme ρ|∨Ip ⊗ ω

2
1
∼= τ((1 2 3), (a+ 2, b+ 1, c)).

Alors Wgen,w(ρ) = W ?
w(ρ|GFw ) ou Wgen,w(ρ) = ∅.

Démonstration. Prouvons d'abord le théorème en supposant (I). La première étape
consiste à donner une description explicite de l'ensemble des poids locaux prévus
W ?
w(ρ|GFw ) à l'aide de la proposition 4.4.5. Il nous faut donc d'abord déterminer

l'ensemble C(ρ), qui est décrit par la proposition 4.4.6. Les hypothèses sur a, b, c
imposent immédiatement que nous sommes dans le cas (C) de la proposition 4.4.6
avec e = (a+ 2) + p(b+ 1) + p2c, e0 = a+ 2, e1 = b+ 1 et e2 = c. Par conséquent :

C(ρ) = {(a+ 2, b+ 1, c), (b+ 2, c, a+ 2− p), (c+ p, a+ 1, b+ 1),

(c+ p, b+ 2, a− p+ 1), (a+ 2, c+ 1, b+ 1− p), (b+ 1 + p, a+ 2, c− 1)}
+ (p− 1)Z(1, 1, 1),

puisque tous les poids précédents sont dans X1(T3). Les poids (a+ 2, b+ 1, c), (b+
2, c, a+ 2− p), (c+ p, a+ 1, b+ 1) sont dans l'alcôve inférieure alors que les poids
(c + p, b + 2, a− p + 1), (a + 2, c + 1, b + 1− p), (b + 1 + p, a + 2, c− 1) sont dans
l'alcôve supérieure, d'où :

A(a+ 2, b+ 1, c) = {F (a, b, c), F (c+ p− 2, b, a− p+ 2)},
A(b+ 2, c, a+ 2− p) = {F (b, c− 1, a+ 2− p), F (a, c− 1, b− p+ 2)},
A(c+ p, a+ 1, b+ 1) = {F (c+ p− 2, a, b+ 1), F (b+ p− 1, a, c)},
A(c+ p, b+ 2, a− p+ 1) = {F (c+ p− 2, b+ 1, a− p+ 1)},
A(a+ 2, c+ 1, b+ 1− p) = {F (a, c, b+ 1− p)},
A(b+ 1 + p, a+ 2, c− 1) = {F (b− 1 + p, a+ 1, c− 1)}.

95



On déduit alors de la proposition 4.4.5 que :

W ?
w(ρ|GFw ) = {F (a, b, c), F (b, c− 1, a+ 2− p), F (c+ p− 2, a, b+ 1),

F (c+ p− 2, b, a− p+ 2), F (a, c− 1, b− p+ 2), F (b+ p− 1, a, c),

F (c+ p− 2, b+ 1, a− p+ 1), F (a, c, b+ 1− p), F (b− 1 + p, a+ 1, c− 1)}

où les trois premiers poids sont dans l'alcôve inférieure et les six derniers poids sont
dans l'alcôve supérieure. On remarque immédiatement grâce au corollaire 3.2.4 que
ces neuf poids sont deux à deux non isomorphes. Les conditions sur a, b, c imposent
que ces neuf poids sont génériques.
Soit V ∈ Wgen,w(ρ). Le théorème 7.1.1 impose alors que V ∈ W ?

w(ρ|GFw ). Neuf
possibilités se présentent donc :
(i) Supposons que V = F (a, b, c). Le théorème 6.4.2(B*) impose que T1,w n'est pas
injectif sur S(V )m. Par conséquent, d'après la proposition 7.2.5(i), S(V ′)m 6= 0
pour V ′ = F (c + p− 1, a, b) ou pour V ′ = F (a, c, b− p + 1). Si V ′ = F (c + p−
1, a, b), alors F (c+ p− 1, a, b) ∈ W ?

w(ρ|GFw ) en vertu du théorème 7.1.1. Comme
c+ p− 1− b < p− 5, cela entraîne que V ′ devrait être isomorphe à F (a, b, c), à
F (b, c− 1, a + 2 − p) ou à F (c + p− 2, a, b + 1), mais ce n'est pas le cas. Donc
V ′ = F (a, c, b− p+ 1) et F (a, c, b− p+ 1) ∈ Ww(ρ).
De même, en travaillant avec T2,w au lieu de T1,w, on montre que F (b + p −
1, a, c) ∈ Ww(ρ).

(ii) Supposons que V = F (b, c− 1, a+ 2− p). Comme en (i), on prouve alors que
F (b, a− p+ 2, c− p) et F (c+ p− 2, b, a− p+ 2) sont dans Ww(ρ).

(iii) Supposons que V = F (c+ p− 2, a, b+ 1). Comme en (i), on prouve alors que
F (c+ p− 2, b+ 1, a− p+ 1) et F (a+ p− 1, c+ p− 2, b+ 1) sont dans Ww(ρ).

(iv) Supposons que V = F (c+p−2, b, a−p+2). Le théorème 6.4.2(B*) impose que
T1,w n'est pas injectif sur S(V )m. Par conséquent, d'après la proposition 7.2.5(iii),
S(V ′)m 6= 0 pour V ′ = F (c + p − 2, a + 1, b), V ′ = F (c + p − 3, a + 1, b + 1),
V ′ = F (b− 1, c− 1, a− p+ 3), V ′ = F (a, b, c) ou V ′ = F (a+ 1, c− 1, b− p+ 1).
De plus, V ′ doit appartenir à W ?

w(ρ|GFw ) en vertu du théorème 7.1.1. On véri�e
aisément que cela entraîne que V ′ = F (a, b, c) et donc que F (a, b, c) ∈ Ww(ρ).

(v) Supposons que V = F (a, c− 1, b− p+ 2). Comme en (iv), on prouve alors que
F (b, c− 1, a− p+ 2) est dans Ww(ρ).

(vi) Supposons que V = F (b + p − 1, a, c). Comme en (iv), on prouve alors que
F (c+ p− 2, a, b+ 1) est dans Ww(ρ).

(vii) Supposons que V = F (c+p−2, b+1, a−p+1). Le théorème 6.4.2(B*) impose
que T2,w n'est pas injectif sur S(V )m. Par conséquent, d'après la proposition
7.2.5(iv), S(V ′)m 6= 0 pour V ′ = F (b+1, c−1, a−p+1), V ′ = F (b, c−1, a−p+2),
V ′ = F (c + p − 3, a, b + 2), V ′ = F (a − 1, b + 1, c) ou V ′ = F (b + 1, a − p +
1, c − p). De plus, V ′ doit appartenir à W ?

w(ρ|GFw ) en vertu du théorème 7.1.1.
On véri�e aisément que cela entraîne que V ′ = F (b, c− 1, a− p+ 2) et donc que
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F (b, c− 1, a− p+ 2) ∈ Ww(ρ).
(viii) Supposons que V = F (a, c, b+ 1− p). Comme en (vii), on prouve alors que
F (c+ p− 2, a, b+ 1) est dans Ww(ρ).

(ix) Supposons que V = F (b−1 +p, a+ 1, c−1). Comme en (vii), on prouve alors
que F (a, b, c) est dans Ww(ρ).

Voici un schéma de la situation :

Chaque �èche F1 → F2 signi�e que, si F1 ∈ Ww(ρ), alors F2 ∈ Ww(ρ). Les �èches
grises correspondent à la non injectivité de T1,w et les �èches noires à la non
injectivité de T2,w.
On voit immédiatement que, si Wgen,w(ρ) 6= ∅, alors W ?

w(ρ|GFw ) ⊆ Wgen,w(ρ), et le
théorème 7.1.1 entraîne que Wgen,w(ρ) ⊆ W ?

w(ρ|GFw ), d'où

Wgen,w(ρ) = W ?
w(ρ|GFw ).

Prouvons maintenant le théorème en supposant (II). Remarquons queW ?
w(ρ|∨GFw ⊗
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ω2
1) = W ?

w(ρ|GFw )∨. Par conséquent :

W ?
w(ρ|GFw ) = {F (−c,−b,−a), F (−a− 2 + p,−c+ 1,−b), F (−b− 1,−a,−c− p+ 2),

F (−a+ p− 2,−b,−c− p+ 2), F (−b+ p− 2,−c+ 1,−a),

F (−c,−a,−b− p+ 1), F (−a+ p− 1,−b− 1,−c− p+ 2),

F (−b− 1 + p,−c,−a), F (−c+ 1,−a− 1,−b+ 1− p)}

Ces neuf poids sont bien génériques. De manière tout à fait analogue à la preuve
dans le cas où l'on supposait (I), on peut résumer la situation par le diagramme
suivant :

Comme avant, chaque �èche F1 → F2 signi�e que, si F1 ∈ Ww(ρ), alors F2 ∈
Ww(ρ), les �èches grises correspondent à la non injectivité de T1,w et les �èches
noires à la non injectivité de T2,w. On conclut alors exactement de la même manière
que lorsque l'on avait supposé (I).

Toutes les idées importantes ont été développées dans la preuve précédente. Nous
pouvons maintenant prouver un corollaire facile, mais dont l'énoncé est plus élé-
gant, du théorème précédent :
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Corollaire 7.2.7. (Les poids locaux prévus sont souvent des poids associés
à la représentation)
Si Ww(ρ) contient un poids de Serre local fortement générique, alors

Wgen,w(ρ) = W ?
w(ρ|GFw ).

Démonstration. Nous allons montrer que les hypothèses du théorème précédent
sont satisfaites. Soit F (x, y, z) un poids de Serre local fortement générique dans
Ww(ρ). Le théorème 7.1.1 impose alors que F (x, y, z) ∈ W ?

w(ρ|GFw ), et donc, d'après
la proposition 4.4.5, il existe un poids restreint (a′, b′, c′) et w ∈ W3 tels que
(w, (a′, b′, c′)) est bon, ρ|Ip ∼= τ(w, (a′, b′, c′)) et F (x, y, z) ∈ A((a′, b′, c′)). Rappe-
lons que, si F = F (a′ − 2, b′ − 1, c′)reg, alors A((a′, b′, c′)) est {F} ou {F,R(F )}.
Comme (x, y, z) est fortement générique, deux cas se présentent :
(i) Supposons que x−z < p−8. Dans ce cas, F (x, y, z) est dans l'alcôve inférieure
et ne peut donc pas être R(F ). Par conséquent, F (x, y, z) = F , d'où x ≡ a′ − 2
mod p−1, y ≡ b′−1 mod p−1 et z ≡ c′ mod p−1, et on déduit immédiatement
que (x, y, z) ∈ (a′ − 2, b′ − 1, c′) + (p − 1)Z(1, 1, 1). Cela impose que ρ|Ip ∼=
τ(w, (x+ 2, y+ 1, z)). Si w = (1 2 3), alors ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+ 2, b+ 1, c)) avec
(a, b, c) = (x, y, z). Si w = (1 3 2), alors ρ|∨Ip ⊗ ω

2
1
∼= τ((1 2 3), (a + 2, b + 1, c))

avec (a, b, c) = (−z,−y,−x).
(ii) Supposons que x− z > p+ 6.
• Supposons de plus que F (x, y, z) = F . Comme avant on a (x, y, z) ∈ (a′ +

2, b′+1, c′)+(p−1)Z(1, 1, 1), et cela impose que ρ|Ip ∼= τ(w, (x+2, y+1, z)). Si
w = (1 2 3), alors ρ|∨Ip⊗ω

2
1
∼= τ((1 3 2), (−z+2,−y+1,−x)) ∼= τ((1 2 3), (a+

2, b+1, c)) avec (a, b, c) = (−x+p−1,−y−1,−z−p+2). Si w = (1 3 2), alors
ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+ 2, b+ 1, c)) avec (a, b, c) = (z + p− 1, y − 1, x− p+ 2).
• Supposons que F (x, y, z) = R(F ). On véri�e aisément que (x, y, z) ∈ (c′ +
p− 2, b′ − 1, a′ − p) + (p− 1)Z(1, 1, 1). Donc dans ce cas, ρ|Ip est isomorphe à
τ(w, (z+p, y+1, x−p+2)). Si w = (1 2 3), alors ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+2, b+1, c))
avec (a, b, c) = (z + p − 2, y, x − p + 2). Si w = (1 3 2), alors ρ|∨Ip ⊗ ω2

1
∼=

τ((1 2 3), (a+ 2, b+ 1, c)) avec (a, b, c) = (−x+ p− 2,−y,−z − p+ 2).
Dans tous les cas, nous avons trouvé un triplet d'entiers (a, b, c) tel que a− b > 5,
b−c > 4, a−c < p−7 et tel que l'un des deux isomorphismes ρ|Ip ∼= τ((1 2 3), (a+
2, b + 1, c)) ou ρ|∨Ip ⊗ ω

2
1
∼= τ((1 2 3), (a + 2, b + 1, c)) est vrai. Le théorème 7.2.6

permet donc immédiatement de conclure.

8 Ensemble des poids de Serre globaux d'une re-

présentation automorphe

Dans la section précédente, nous avons étudié le problème local qui consiste à com-
parer les ensembles Ww(ρ) et W ?

w(ρ|GFw ). Le théorèmes 7.1.1 et 7.2.6 répondaient
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à cette question. Nous voulons maintenant traiter le problème global consistant à
comparer les ensembles W (ρ) et W ?(ρ).

8.1 Théorème principal : comparaison des ensembles de poids
globaux

Plaçons-nous dans le contexte général décrit dans la section 4.1.

Théorème 8.1.1. (Comparaison de W (ρ) et de W ?(ρ))
Soit ρ : GF → GL3(Fp) une représentation continue telle que, pour toute place w
de F divisant p, ρ|GFw est irréductible et modérément rami�ée. Alors :
(i) on a :

Wgen(ρ) ⊆ W ?(ρ).

(ii) si ρ est automorphe pour un certain poids de Serre global fortement générique,
alors

Wgen(ρ) = W ?(ρ).

Démonstration.

(i) Considérons un poids de Serre global Fa ∈ Wgen(ρ), a étant un poids restreint
global. Fixons une place w de F divisant p et notons v = w|GFw . Par dé�nition, il
existe un sous-groupe ouvert compact U de G(A∞,pF+ )×

∏
v′|p G(OF+

v′
) non rami�é en

p et une partie co�nie P de PU ne contenant que des places où ρ est non rami�ée
tels que, si m désigne l'idéal maximal de TP associé à la représentation ρ, on a
S(U, Fa)m 6= 0. Comme U est non rami�é en p, on peut écrire U = G(OF+

v
)×U v, où

U v est un sous-groupe ouvert compact de G(A∞,pF+ )×
∏

v′|p,v′ 6=v G(OF+
v′

). Le lemme

6.2.1(ii) impose un isomorphisme :

S(Fav)
∼= S(U, Fa),

et donc
S(Fav)m

∼= S(U, Fa)m.

Comme S(U, Fa)m 6= 0, on déduit que S(Fav)m 6= 0 et donc Fav ∈ Ww(ρ). Comme
Fa est générique, l'application du théorème 7.1.1 entraîne que Fav ∈ W ?

w(ρ|GFw ).
Cela étant vrai pour toute place w de F divisant p, on conclut que Fa ∈ W ?(ρ).

(ii) On sait que Wgen(ρ) ⊆ W ?(ρ) d'après (i). Soient Fa un poids de Serre global
fortement générique dansW (ρ) et Fa′ un poids de Serre global dansW ?(ρ). Notons
v1, v2, ..., vn les places de F+ au-dessus de p. Par hypothèse, Fa =

⊗n
i=1 Favi ∈

Wgen(ρ). Comme en (i), cela entraîne que Fav1 ∈ Ww1(ρ), où w1 désigne une place
de F au-dessus de v1. De plus, le poids Fav1 étant fortement générique, le théorème
7.2.6 impose que Wgen,w1(ρ) = W ?

w1
(ρ|GFw1

), et donc que Fa′v1 ∈ Wgen,w1(ρ). Par
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conséquent, en appliquant le lemme 6.2.1(ii) comme précédemment, on déduit que
Fa′v1 ⊗

⊗n
i=2 Favi ∈ Wgen(ρ).

On recommence maintenant avec v2, et par le même procédé, on prouve que Fa′v1⊗
Fa′v2 ⊗

⊗n
i=3 Favi ∈ Wgen(ρ). Et continue ainsi avec v3, v4,..., pour obtenir à la �n

que Fa′ ∈ Wgen(ρ). Par conséquent, Wgen(ρ) = W ?(ρ).

8.2 Exemples

Considérons un cas très particulier. Fixons p = 23 et considérons les corps F+ = Q,
F = Q(

√
−7) et K = F (ζ7, 7

√
p). Comme OF = Z[1+

√
−7

2
] et X2 − X + 2 =

(X−10)(X+ 9) sur Z/pZ, le premier p est totalement décomposé dans F . Notons
w et wc les deux places de F au-dessus de p. On sait alors que Fw = Qp et Fwc = Qp.
Étudions l'extension Q( 7

√
p, ζ7)/Q.

• L'extension Q(ζ7)/Q est une extension galoisienne de degré 6 et de discriminant
±75. Elle est donc non rami�ée en p, l'indice de rami�cation en p est e′p = 1, le
degré d'intertie est f ′p = 3 puisque 3 est le plus petit entier naturel non nul f ′p
tel que pf

′
p ≡ 1 mod 7, et il y a g′p = 2 idéaux premiers dans Q(ζ7) au-dessus

de p.
• D'autre part, Q( 7

√
p) est le corps de rupture du polynôme d'Eisentein X7−p sur

Q. D'après la théorie de Kummer, on déduit que ( 7
√
p) est premier dans Q( 7

√
p),

d'indice de rami�cation e′′p = 7 et de degré d'inertie f ′′p = 1.
Par conséquent, Q(ζ7, 7

√
p)/Q est une extension galoisienne de degré 42, d'indice

de rami�cation ep = 7, de degré d'inertie fp = 3, et ayant gp = 2 idéaux premiers
au-dessus de p.
Revenons à l'extension K/F . On remarque que Q(ζ7, 7

√
p)/Q est le corps de décom-

position de X7−p, qui a pour discriminant −77 ·p6, et donc Q(ζ7, 7
√
p)/Q contient√

−7. On en déduit que K/F est une extension galoisienne de degré 21. De plus,
elle a pour indice de rami�cation 7 et pour degré d'inertie 3 pour les places w et
wc, et de plus w et wc sont des puissances 7èmes d'idéaux premiers dans OK . Nous
pouvons donc parler des groupes de décomposition Dw et Dwc , que nous allons
calculer maintenant.
Les deux groupes de décomposition précédents sont isomorphes au groupe de Ga-
lois Gal(Qp(ζ7, 7

√
p)/Qp). C'est un groupe d'ordre 21 puisque [Qp(ζ7) : Qp] = 3

et [Qp( 7
√
p) : Qp] = 7. L'extension Qp(ζ7)/Qp étant non rami�ée de degré 3, son

groupe de Galois est isomorphe à Z/3Z. Par conséquent, le groupeGal(Qp(ζ7, 7
√
p)/Qp(ζ7))

est d'ordre 7 et donc isomorphe à Z/7Z. On en déduit une suite exacte :

1→ Z/7Z→ Gal(Qp(ζ7, 7
√
p)/Qp)→ Z/3Z→ 0.

De plus, 3 et 7 étant premiers et dictincts, cette suite exacte est scindée et G est
un produit semi-direct de Z/7Z par Z/3Z pour un certain morphisme ϕ : Z/3Z→
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Aut(Z/7Z) ∼= (Z/7Z)× ∼= Z/6Z. Considérons σ ∈ Gal(Qp(ζ7, 7
√
p)/Qp) et τ ∈

Gal(Qp(ζ7, 7
√
p)/Qp(ζ7)) tels que σ3 = Id, τ 7 = Id, σ(ζ7) = ζ2

7 et τ( 7
√
p) = ζ7

7
√
p.

On véri�e alors immédiatement que στσ−1 = τ 2, et donc ϕ est le morphisme de
groupes qui envoie 1 ∈ Z/3Z sur 2 ∈ (Z/7Z)×. Nous avons ainsi calculé le groupe
de Galois :

Gal(Qp(ζ7, 7
√
p)/Qp) ∼= Z/7Z oϕ Z/3Z.

On en déduit que :

Gal(K/F ) = Dw = Dwc
∼= Z/7Z oϕ Z/3Z.

Intéressons-nous maintenant aux représentations de Gal(K/F ) ∼= Z/7Z oϕ Z/3Z
sur Fp. Soit V = {f : Z/3Z→ Fp

×}. C'est un Fp-espace vectoriel de dimension 3,
muni d'une action de Z/7Z oϕ Z/3Z dé�nie par :

((a, g) · f)(x) = ζ7
ϕ(x)(a)

f(x+ g),

pour a ∈ Z/7Z, g ∈ Z/3Z, f ∈ V et x ∈ Z/3Z. Si l'on considère f0, f1, f2 la base
naturelle de V , l'action de (1, 0) est donnée par la matrice : ζ7 0 0

0 ζ7
2

0

0 0 ζ7
4


et l'action de (0, 1) par :  0 1 0

0 0 1
1 0 0

 .

Il est alors évident que V est une représentation irréductible de Gal(K/F ). Cela
permet alors de dé�nir une représentation irréductible ρ : GF → GL(V ).

Pour résumer, nous avons vu que :
• le corps F est un corps CM dans lequel le premier p est totalement décomposé.
• la représentation ρ est continue.
• pour toute place w de F au-dessus de p, la représentation ρ|GFw est irréductible
et modérément rami�ée.

On dé�nit �nalement le groupe unitaire G sur F+ associé au F -espace vectoriel
F 3 et à la forme hermitienne (z1, z2, z3) 7→ z1c(z1) + z2c(z2) + z3c(z3), qui est bien
compact à l'in�ni.
Nous remarquons alors que nous sommes en mesure d'appliquer le théorème 8.1.1.
Calculons W ?(ρ). Soit η dans le groupe d'inertie IFw . Alors η|Gal(Qp(ζ7, 7

√
p)/Qp) �xe
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le corps Qp(ζ7). Il existe donc n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} tel que η|Gal(Qp(ζ7, 7
√
p)/Qp) = τn.

On en déduit que :

ρ(η) =

 ζ7
n

0 0

0 ζ7
2n

0

0 0 ζ7
4n

 ,

et donc que ρ|IFw ∼= τ((1 2 3), (13, 6, 3)). D'après la proposition 4.4.6, on a :

C(ρ) ={(13, 6, 3), (7, 3,−10), (26, 12, 6), (26, 7,−11), (13, 4,−17), (29, 13, 2)}
+ 22(1, 1, 1)Z.

On déduit alors grâce à 4.4.5 que :

W ?
w(ρ|GFw ) = {F (11, 5, 3), F (5, 2,−10), F (24, 11, 6), F (24, 6,−11), F (11, 3,−17),

F (27, 12, 2), F (24, 5,−10), F (11, 2,−16), F (27, 11, 3)}.

Par conséquent, en utilisant le théorème 8.1.1(i), on obtient que :

Wgen(ρ) ⊆ {F (11, 5, 3), F (5, 2,−10), F (24, 11, 6), F (24, 6,−11), F (11, 3,−17),

F (27, 12, 2), F (24, 5,−10), F (11, 2,−16), F (27, 11, 3)}.

Parmi les neuf poids précédents, aucun n'est générique, donc :

Wgen(ρ) = ∅.

Dans tout ce qui précède, nous pouvons remplacer 23 par d'autres nombres pre-
miers impairs p. En fait, les seules propriétés de p que nous avons utilisées sont les
suivantes :
• le premier p véri�e que X2 −X + 2 admet deux racines distinctes modulo p, ce
qui équivaut à ce que -7 est un carré modulo p, ou grâce à la loi de réciprocité
quadratique, à ce que p est congru à 0, 1, 2 ou 4 modulo 7.
• le premier p n'est pas congru à 1 modulo 7 et véri�e que p3 ≡ 1 mod 7, ce qui
revient à dire que p est congru à 2 ou 4 modulo 7.

Nous pouvons donc utiliser exactement les mêmes arguments que précédemment
dès que p est congru à 2 ou 4 modulo 7. Par exemple, prenons p = 79. Dans ce
cas, ρ|IFw ∼= τ((1 2 3), (45, 22, 11)), et donc :

C(ρ) ={(45, 22, 11), (23, 11,−34), (90, 44, 22), (90, 23,−35), (45, 12,−57), (101, 45, 10)}
+ 78(1, 1, 1)Z.

Par conséquent, avec 8.1.1(i)

Wgen(ρ) ⊆ {F (43, 21, 11), F (21, 10,−34), F (88, 43, 22), F (88, 22,−35), F (43, 11,−57),

F (99, 44, 10), F (88, 21,−34), F (43, 10,−56), F (99, 43, 11)}.
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On remarque cette fois-ci que les 9 poids précédents sont fortement génériques. On
déduit alors de 8.1.1(ii) que :

Wgen(ρ) = ∅

ou

Wgen(ρ) = {F (43, 21, 11), F (21, 10,−34), F (88, 43, 22), F (88, 22,−35), F (43, 11,−57),

F (99, 44, 10), F (88, 21,−34), F (43, 10,−56), F (99, 43, 11)}.

Voici la représentation graphique de cet ensemble de poids :
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On localise sur ce graphe les poids restreints F (a, b, c), l'axe de droite correspon-
dant à la di�érence a− b et l'axe de gauche à la di�érence b− c. La région blanche
correspond aux poids très génériques, la région gris clair aux poids génériques mais
pas très génériques, et la région gris foncé aux poids non génériques. Les trois poids
dans l'alcôve inférieure sont indiqués par des triangles. Les trois cercles sont les
trois poids de l'alcôve supérieure que l'on obtient à partir des poids de l'alcôve
inférieure par symétrie. Les trois carrés sont les trois autres poids de l'alcôve su-
périeure. Ce graphique montre le comportement typique des neuf poids lorsque le
théorème 8.1.1 s'applique. N'oublions pas que ρ pourrait aussi être automorphe
pour des poids non représentés sur le graphe dans la région gris foncé.
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