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1 Introduction

1.1 La conjecture de Serre classique

Dans la théorie classique des formes modulaires, nous disposons d’une forme cus-
pidale de poids 12 et niveau 1 :

A=(2m)"?> 7(n)g" = 2m) 2 [[(1 - ¢")* = g} — 2743

n>0 n>1

fonction propre des opérateurs de Hecke, et sa fonction L est donnée par :

L(A,s) = (2m)'? ZT(n)n_s = (2m)" H Li(A,s),
!

n>1

ou [ décrit I’ensemble des nombres premiers et les facteurs locaux sont donnés
par Lj(A,s) =1 —7(1)I~* + 1'%, En 1969, dans I'article [Del69], Pierre Deligne
construit pour chaque premier p une représentation p : Gal(Q/Q) — G Ly(Z,) telle
que, pour tout premier [ # p, p est non ramifiée en [ et p(Frob;) (qui est bien défini
A conjugaison prés) a pour polynéme caractéristique x;(X) = X? — 7(1)X + '%.
On remarque alors que L;(A, s) = [7%x;(1°) et il est donc possible de retrouver les
facteurs locaux de la fonction L en tous les premiers distincts de p & partir de p.
Deligne a ensuite généralisé cet exemple, en établissant le résultat suivant qui
permet d’associer & chaque forme cuspidale fonction propre des opérateurs de
Hecke une représentation semi-simple de G sur IET, de dimension 2 :

Théoréme 1.1.1. (Théoréme de Deligne)

Soit p un nombre premier et N un entier naturel. Fizons un idéal maximal de

7 au-dessus de p, ce qui fournit un morphisme @ : Z —» F,. Soit f = 3 anq"

une forme cuspidale sur T'1(N) de poids k. On suppose que f est une forme propre

normalisée des opérateurs de Hecke. On note e : (Z/NZ)* — C* le caractére associé

a f : pour chaque entier d, e(d) est défini par (cz +d)™*f (%) = ¢(d) f(2) pour

a,b,c entiers tels que ad — bc = 1. Il existe alors une représentalion continue

semisimple py : Gg — GLQ(E), unique @ isomorphisme pres, telle que :

(i) ps est non ramifiée en dehors de pN,

(it) pour | premier ne divisant pas pN, Tr(ps(Frob)) = a; et det(ps(Frob)) =
e(l)Ik1,

ot a; et €(l) sont vus dans F, a l'aide de .

Remarque 1.1.2. La représentation du théoréeme précédent vérifie alors que det(pf(o)) =

e(x(0))x (o) =t pour tout o € Gg. En effet, posons (o) = %. D’apres
le théoreme, (Frob)) = 1 si Il ¥ Np. Comme 1 est un caractére continu, il
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eriste une extension finie K de Q telle que v se factorise par Gal(K/Q). Pre-
nons o € Gal(K/Q). D’apres le théoréme de Cébotarev, il existe [ { Np premier tel
que 0 = Frob,. On en déduit que (o) = 1.

Nous avons ainsi associé des représentations galoisiennes en caractéristique p a
des formes modulaires. Il est alors naturel de se demander quelles représentations
galoisiennes peuvent étre obtenues par ce procédé. C’est 'objet de la version faible
de la conjecture de Serre :

Théoréme 1.1.3. (Conjecture de Serre - version faible)

Soit p une représentation continue, irréductible et impaire (c’est & dire det(p(c)) =
—1, ot ¢ est la conjugaison compleze). Alors p est modulaire, c’est-a dire il existe
une forme cuspidale normalisée f forme propre des opérateurs de Hecke telle que

p=py

C’est en 1987 que Jean-Pierre Serre publie Particle [Ser87| dans lequel il pré-
cise cette conjecture en proposant une méthode pour déterminer le niveau et le
poids d’une forme modulaire induisant la représentation p. Il définit ainsi N(p)
le conducteur d’Artin de la représentation p. Plus précisément, fixons [ # p
un nombre premier et aprés avoir choisi une extension & Q de la valuation I-
adique, considérons la suite des groupes de ramification Gg 2 Gy 2 G; O ...

On pose alors n(l,p) = > Cm?g—g]ci), et on définit le conducteur d’Artin par :

N(p) = 11izp premier "bP) | Clest le niveau associé a p.

Serre introduit aussi un poids k(p) associé a la représentation p. La définition de
ce poids est nettement plus compliquée que celle du niveau. En fait, k(p) ne dé-
pend que de la restriction de p au sous-groupe d’inertie [, = Gal(Q,/Q}"). Plus

précisément, nous devons distinguer plusieurs cas :
a

(A) plzp§<w1 wz{>,p0urp—22a2620;

(B) pl1, = (Wl ;b>,pour1ga§p—1,0§b§p—2eta7éb+1etp|1p
1
n’est pas somme directe de deux caractéres;

a
(C) pli, = ( “I w:,l ), pour 1 <a <p—1 et p|;, n’est pas semi-simple et est
1

peu ramifiée ;

T o
(D) p[lp = ( “I e ), pour 1 <a<p-—1et p|1p n’est pas semi-simple et est
1
trés ramifiée ;
c1+pc2
(E) plr, = 2 ez tren )7 pourp—12>c¢ >cp > 0;
2

oll wy,wy désignent les caractéres fondamentaux de niveaux 1 et 2 respectivement.
Nous définissons alors k(p) selon le cas ou I'on est :



(A) k(p) = a+pb+1.
(B) k(p) = max(a,b) + pmin(a,b) + 1.
(C) k(p) =a+pla—1)+1.

(D) k(p) =a+pla—1)+p.

(E) k(p) =c1 +pea+1

La conjecture forte de Serre s’écrit alors :

Théoréme 1.1.4. (Conjecture de Serre - version forte)

Soit p une représentation continue, irréductible et impaire. Alors p provient d’une
forme cuspidale normalisée f forme propre des opérateurs de Hecke de poids k(p)
et de niveau N(p).

La conjecture de Serre a été prouvée en 2009 par Chandrashekhar Khare et Jean-
Pierre Wintenberger. Les conséquences de la conjecture sont spectaculaires. En
particulier, le dernier théoréme de Fermat en découle. Nous rappelons ici briéve-
ment I'idée.

Supposons qu’il existe des entiers a,b,c et un nombre premier p > 5 tels que
aP +bP 4+ P = 0 avec abc # 0. On peut supposer que a, b, ¢ sont premiers entre eux,
que b est pair et que a =3 mod 4. On considére alors la courbe elliptique définie
par :

= ale—a)a+¥). ()

La p-torsion de la courbe elliptique E[p] fournit alors une représentation pg : Gg —
G L4 (F,) continue, irréductible et impaire. De plus, on peut prouver que k(pg) = 2
et que N(pg) = 2. Par conséquent, d’aprés la conjecture de Serre, pg provient
d’une forme cuspidale normalisée (non nulle) de poids 2 et de niveau 2. Mais de
telles formes modulaires n’existent pas, ce qui prouve que I’équation a? +b°+cP = 0
n’a pas de solutions avec a, b, ¢ entiers non nuls et p premier supérieur ou égal a 5.
Dans ce mémoire, nous n’allons pas nous intéresser a des représentations de dimen-
sion 2, mais & des représentations de dimension 3. Nous allons étendre la notion de
représentation modulaire aux représentations de dimension 3, pour ensuite étudier
le probléme du poids : si une représentation galoisienne est modulaire, pour quels
poids est-elle modulaire 7 On ne s’intéresse donc ni au probléme de la modularité
(déterminer si une représentation galoisienne est modulaire) ni au probléme du
niveau (déterminer en quels niveaux une représentation modulaire est modulaire).
Nous suivons de prés l'article [EGH| de Matthew Emerton, Toby Gee et Florian
Herzig.

1.2 Idées pour généraliser la conjecture

La conjecture de Serre que nous avons décrite concerne des représentations de Gg
de dimension 2. Nous voudrions la généraliser en dimension supérieure. Cependant,



la notion de modularité d’une représentation que nous avons adoptée n’est pas
transposable, du moins pas sans un travail préalable.

Considérons le Q,-espace vectoriel V = Symk_2(<@§). Le groupe I'1(N) agit sur V
linéairement et stabilise le réseau Vj = Symk_2(Z§). On a alors une suite exacte :

0=Vo—-V —=>V/Vy—0.
La suite exacte de cohomologie non abélienne s’écrit donc :
(V/Vo)"' @) — HYT(N), Vo) — HYT1(N), V) — HYT1(N), V/Vp).

Notons HY(T'1(N), V)sstor le quotient de H'(T';(N),V,) par son sous-module de
torsion. Comme (V/Vp)"*™) et HY(T';(N),V/V;) sont de torsion, et comme il
est possible de prouver que H'(T';(N),V;) est un Z,-module de type fini et que
HY(T'1(N),V) est un Q,-espace vectoriel de dimension finie, nous déduisons que
HY T (N), Vo)sstor = HY(T1(N),V) est un réseau. D’autre part, nous disposons
de la suite exacte induite par la multiplication par p dans V; :

0—Vo— Vo — Vo/pVy — 0.
La suite exacte de cohomologie impose alors que
HY(Ty(N),Vo)/pH'(T1(N), Vo) = H'(T1(N), Vo/pVp).
Par conséquent,
HY(T1(N),Vo/pWo) = H'(T1(N), Vo) @z, Fyy — H'(T1(N), Vo) sstor @z, Fy,
et :
H'(T1(N), Vo/pVo) @, Fy <= HY(T1(N), Vo) @z, Fp — H(T1(N), Vo)sstor @z, Fy-

Soit maintenant f = > azq* une forme propre normalisée des opérateurs de Hecke,
de niveau N premier avec p. Notons T = Z[T},S; : [ 1 pN| 'agébre de Hecke et
soit m le noyau du caractére T — IFT, correspondant aux valeurs propres de f.
L’isomorphisme d’Eichler-Shimura :

H'(Ty(N), Sym"2(@Q,")) = M,(C) & 5,(C)

est compatible avec I'action de ’algébre de Hecke, et donc il existe un élément non
nul de HY(T'1(N),V®Q,) = H'(T'1(N),V)® Q, vecteur propre des opérateurs de
Hecke ayant les mémes valeurs propres que f. Comme H*(T';(N), %)sstor®7p est un
réseau de HY(I';(N),V)®Q,, il existe aussi un élément non nul de H'(I';(N), V5)®
ZT, vecteur propre des opérateurs de Hecke ayant les mémes valeurs propres que f.
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Cela impose l'existence d'un élément non nul de H(T';(N), V) ®TF,, vecteur propre
des opérateurs de Hecke dont les valeurs propres sont les réductions de celles de f.
Donc (HY(T'1(N), Vo) ® Fp)m # 0. La localisation étant un foncteur exact, on a :

(H'(T1(N), Vo/pVo) @5, Fp)m = (H'(T1(N), Vo) @z, Fp)m — (H'(T1(N), Vo)sstor @2, Fp)m # 0,

doit (HY(T'y(N), Sym*2(F,")))w 2 (H'(I'1(N), Vo/pVh) @5, Fp)m # 0.
Maintenant, on voit que Symk (IFPQ) est un GLy(FF,)-module. Considérons une
filtration maxnnale de GLy(F,)-sous-modules : 0 = VO ¢ v ¢ .. C V) =
Sym*~ 2(15‘ ). Comme les suites

H (Fl(N), V(Z )m — H (Fl(N), V(i-i-l))m N Hl (Fl(N), V(i+1)/v(i))m

sont exactes, il existe 7 tel que H'(T';(N), V@D V@) £ 0.
Par conséquent, nous avons prouvé qu’il existe une représentation irréductible F

de G Ly(F,) sur F, telle que HY(T';(N), F)y # 0.

Cela nous permet de généraliser les définitions de poids de Serre et de modularité.
Pour [  pN, notons a; = Tr(p(Froby)), et b = [~'det(p(Frob;)) et considérons
le morphisme T — E qui & T; associe a; et qui a S; associe b;. Notons aussi m
le noyau de ce morphisme : c’est un idéal maximal de ’algébre de Hecke. Nous
pouvons alors associer a p certains poids de Serre de la maniére suivante :

Définition 1.2.1. (Poids de Serre et modularité)

(i) On appelle poids de Serre toute représentation irréductible de GLy(F,) sur
F,.

(i1) pOn appelle W (p) Uensemble de poids de Serre V tels que HY(T'\(N), V) # 0.

(i1i) Si V' est un poids de Serre, on dit que p est modulaire de poids V si V €
W (p).

Pour mettre en évidence le lien entre k(p) et W (p), il convient d’abord de classifier

les poids de Serre :

Théoréme 1.2.2. (Inventaire des poids de Serre)
Il y a exactement p(p—1) poids de Serre distincts (a isomorphisme prés), qui sont
donnés par F(a,b) = Sym“_b(EQ) ® det® avec 0 <a—-b<p—1et0<b<p-—1.

On dispose alors d’un dictionnaire entre k(p) et W(p) :
K(p) = min{k > 1| JH(Sym"*(E,")) N W (p) # 0}
W(p)={F(a,b)|0<a,b,<p—1la—b—k(p®w®) €{2,p+1}}

Par conséquent, I'approche par les formes modulaires classiques et cette deuxiéme
approche oti espace des formes modulaires est H*(I';(N), F') sont équivalentes. La
deuxiéme approche est alors généralisable pour des représentations de dimension
supérieure.



1.3 Notations

Nous donnons ici une liste de notations que nous utiliserons dans la suite sans
rappeler ce qu’elles désignent :

Dans tout le mémoire, p désigne un nombre premier fixé.

Pour un corps K quelconque, G désigne toujours le groupe de Galois absolu
de K.

Dans tout le mémoire, on suppose avoir fixé une cloture algébrique @p de Q,,
ainsi qu’un isomorphisme T : (QT,, — C. On note ZTD I’anneau des entiers de @p.
On note aussi I, ou Ig, le sous-groupe d’inertie de Gg, et I; le sous-groupe de
ramification sauvage.

On dit qu’un corps K est p-adique si c¢’est un corps de caractéristique 0 complet
pour une valuation discréte a corps résiduel parfait de caractéristique p. Pour K
un corps p-adique, on note K™ I’extension maximale non ramifiée de K et K™
Iextension maximale modérément ramifiée. De plus, I désigne le sous-groupe
d’inertie de Gg.

Lorsque K est une extension algébrique de Q,, K est toujours considéré comme
inclus dans @. On note W son groupe de Weil et Artg : K* — Wy 'isomor-
phisme provenant de la théorie du corps de classes locale et envoyant l'inverse
du Frobenius (arithmétique) sur une uniformisante.

Pour d € N*, on note wy un caractére fondamental I, — F,, de niveau d, et &
son relévement de Teichmiiller.

On note Q la cloture algébrique de Q dans @p. Toutes les extensions algébriques
de Q sont considérées comme contenues dans Q. Si K est une telle extension et
v est une place finie de K, on note F'rob, un Frobenius arithmétique associé a
la place v.

Pour a € Z, on note F(a) la représentation de FX = GLy(F,) sur F,, définie par

Fx —TF,”, 2 — z° Pour (a,b) € Z* tels que 0 < a —b < p — 1, on note F(a,b)
la représentation Sym®~°(F,) ® det® de G Ly(F,) sur F,,.

1.4 Remerciements

Je tiens & remercier chaleureusement Florian Herzig pour m’avoir guidé au cours
de ce travail, pour sa disponibilité, son aide précieuse et sa gentillesse. Je voudrais
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2 Quelques rappels sur les groupes algébriques

Dans cette partie, nous rappelons quelques faits fondamentaux concernant les
groupes algébriques affines.

2.1 Groupes algébriques

Commencons par la définition d’un groupe algébrique :

Définition 2.1.1. (Groupe algébrique affine)

Soit k un anneau intégre. Un groupe algébrique affine sur k est un foncteur
G : k— Alg — Ens muni d’une transformation naturelle m : G x G — G tel que :
(1) pour toute k-algébre R, m(R) munit G(R) d’une structure de groupe.

(11) le foncteur G est représentable par une k-algébre O(G) de type fini.

Exemple 2.1.2. (i) Le foncteur GL, : R — GL,(R), muni de la multiplication
des matrices, est un groupe algébrique affine sur k, représenté par

O(GLy) = k[X;;, Yy : 1< i <m, 1 < j<n]/(> XaYij—0i;: 1 < i <n, 1< j <),
k=1
ot 0;5 vaut 1 si1=j et 0 sinon. On note G, = GL;.
(ii) Le foncteur O, : R — GL,(R), muni de la multiplication des matrices, est un
groupe algébrique affine sur k, représenté par

O(0,) =k[X;:1<i<n1<j<n]/) XuXju—06;:1<i<n1<j<n)
k=1

(111) Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme hermi-
tienne B. Pour R une R-algébre, on note Ug(R) = {9 € GL(V ®g R) : ¥(u,v) €
(V@c R)?, B(g(u),g(v)) = B(u,v)}. Le foncteur ainsi défini Ug est un groupe
algébrique affine sur R.

Remarque 2.1.3. (Comultiplication)
Soit (G, m) un groupe algébrique. On dispose d’un morphisme de groupes

Homy,115(O(G), O(G) @3, O(G))2 — Homy_115(O(G), O(G) &1 O(G)).

L’image de (x — z®1,z — 1®x) est un morphisme de O(G) dans O(G) @, O(G)
que Uon appelle comultiplication et que ’on note A.

Comme d’habitude, lorsqu’on introduit des objets, il convient de définir des mor-
phismes entre ces objets :
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Définition 2.1.4. (Morphismes de groupes algébriques)

Un morphisme de groupes algébriques u : G — G’ est une transformation
naturelle de G vers G’ telle que, pour toute k-algébre R, u(R) est un morphisme
de groupes.

Exemple 2.1.5. On définit un morphisme de groupes algébriques det : GL,, — G,
en posant que det(R) soit le déterminant usuel des matrices.

Remarque 2.1.6. Soit [ : G — G’ un morphisme de groupes algébriques. No-
tons A et A" les comultiplications respectives de G et G'. On dispose alors d’un
morphisme de groupes

Homu_115(0(G), O(G)) = Homy_41,(O(G"), O(G)).

Notons f* limage de lidentité : c¢’est un morphisme de O(G’) dans O(G) qui
commute avec les comultiplications, c¢’est-a dire Ao f* = (f*® f*) o A'.
Réciproquement, si f*: O(G') — O(G) est un morphisme de k-algébres qui com-
mute avec les comultiplications, alors of* : G — G’ est un morphisme de groupes
algébriques.

Par conséquent, se donner un morphisme de groupes algébriques revient a se don-
ner un morphisme de k-algébres qui commute avec les comultiplications.

Dans la suite de cette partie, on dira groupe algébrique au lieu de groupe algébrique
affine et on supposera que k est un corps. A un groupe algébrique G est associé la
k-variété X = Spec(O(Q)), et alors G n’est autre que le foncteur des points de
Xg.

2.2 Caractéres et cocaractéres

Définition 2.2.1. (Caractéres et cocaractéres)

Soit G un groupe algébrique.

(i) Le groupe des caractéres de G est, par définition, le groupe des morphismes
de groupes algébriques de G dans G,,. On le note X*(G).

(ii) Le groupe des cocaractéres de G est, par définition, le groupe des morphismes
de groupes algébriques de G, dans G. On le note X,(G).

Exemple 2.2.2. Soit T,, le sous-groupe de GL, des matrices diagonales. Dans
ce cas, O(T,) = k[X1, ..., X, X;*, ..., X1 et la comultiplication est donnée par

A(X;) = X; ® X;. Les caracteres de T, correspondent aux éléments de O(T,,) de la

forme X{*.. X%, pour ay,...,a, € Z. Donc les caracteéres de T,, sont de la forme

T

Xz
T.(R) — R, : O

n

In
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et X*(T,) = 72"
Les cocaractéres de T, sont de la forme :
g
e
R* - T,(R),t — _ ,
o

avec ay, ...,an € Z, d’ou X.(T,) = Z"™.

2.3 Groupes unitaires

Considérons F' un corps de type CM et notons F'* le sous-corps totalement réel
maximal de F, de sorte que F//FT est une extension quadratique imaginaire. No-
tons ¢ 1’élément non trivial de Gal(F/F7*) (c’est la conjugaison complexe). Soit
V un F-espace vectoriel de dimension n finie, muni d’une forme c-hermitienne
(,.) : VxV — F non dégénérée, linéaire a gauche et semi-linéaire a droite.
On définit alors un groupe algébrique G sur F* de la maniére suivante : pour
R une Ft-algébre, (.,.) induit naturellement une forme ¢ ® Id-hermitienne sur le
F ®p+ R-module V ®p+ R, et on pose alors :

G(R) ={9 € GLrg, r(V @p+ R) :Vo,w € V @p+ R, (g9(v), g(w)) = (v,w)}.

En munissant G(R) de la composition des applications linéaires, G' est un groupe
algébrique sur F'*. On dit alors que G est un groupe unitaire. On peut aussi
définir G dans le langage matriciel. En effet, fixons une base de V' et notons J €
M, (F) la matrice de (.,.) dans cette base. Pour R une F'*-algébre,

G(R)={g9 € GL,(F®p+ R) : (¢")Jg = J},

ou ¢' désigne la transposée de g et g désigne (¢ ® Id)(g).
Soit maintenant R une F-algébre et considérons I'isomorphisme

F Qe+ R—RxR
A@ 7 (A, Ar).
En identifiant F' @+ R et R X R par cet isomorphisme, on remarque que :

G(R) ={(g1,92) € GLn(R) x GLn(R) : (91, 95)(J, J) (g2, 91) = (J, ])}
= {(91,92) € GLa(R) x GLn(R) : (91)Jgo = J} = GLy(R).

Par conséquent, G est une forme de GL, : on a un isomorphisme de groupes

algébriques sur F' :
L:GxXp+r FZGL(V).
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Soient maintenant w une place de F et v = w|p+. Supposons v totalement décom-
posée dans F', et notons w® I'autre place de F' au-dessus de v. Nous disposons de
deux isomorphismes ¢, : G(F,) = GL,(Fy,) et tye : G(Fye) — GL,(Fye), ainsi
que de deux isomorphismes ¢ : G(F,) — G(Fyc) et ¢ : GL,(F,) = GL,(Fye)
induits par ¢ : F, — F, par fonctorialité. On remarque alors que, pour g €
GL3(F,), on a t,c ligic(g) = J71(g")~1J. Par conséquent, ¢ cryec™! est conju-
gué avec g — (g')L.

Pour terminer, on dira que G est compact a 1’infini si la forme c-hermitienne (., .)
est définie positive ou définie négative sur V® F," pour toute place v archimédienne
de F'T.

3 Quelques rappels en théorie des représentations

Dans cette partie, nous rappelons un certain nombre de résultats en théorie des
representations, qui seront utiles par la suite. Dans les deux premiéres sections,
on s’intéresse aux représentations irréductibles du groupe linéaire d’un corps fini
aussi bien en caractéristique 0 qu’en caractéristique p. Dans la troisiéme section, on
rappelle certains aspects de la théorie de Jantzen, pour donner les composantes de
Jordan-Holder de certaines représentations en caractéristique p. Dans la quatriéme
section, nous énoncons un isomorphisme qui sera utile pour définir des algébres de
Hecke. Finalement, dans la cinquiéme section, nous énoncons la correspondance
de Langlands locale.

3.1 Quelques tables de caractéres

C’est en 1951 que Robert Steinberg construit les tables de caractéres de GL3(F,),
GL4(F,), PGL3(F,) et PGL4(F,), pour ¢ une puissance d’un nombre premier p
(voir [Ste51]). Dans cette section, nous suivons ses pas afin de déterminer la table
de caractéres de G L3(FF,) a valeurs dans Q,. Pour ce faire, nous avons besoin d’étu-
dier préalablement les représentations irréductibles de G Ly(F,).

Dans les parties qui suivent, on notera [.] : E — @p les représentants de Teichmiil-
ler.

3.1.1 Table des caractéres de GL,(F,)

Posons G = GLy(F,), et notons « et J des éléments primitifs de F, et F2 tels
que o = 391, On sait que le nombre de représentations irréductibles de G est
égal au nombre de classes de conjugaison de G. Voici donc la liste des classes de
conjugaison de GLy(F,) :

aCL a(l a aCL c C
YR ey (7 ) (7 )
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ou a,b décrivent Z/(q — 1)Z et sont distincts et ¢ décrit (Z/(¢*> — 1)Z)/(x ~ qz)
avec ¢ + 11 c. On obtient donc :

Famille de classes | Nombre de classes | Nombre d’éléments de chaque classe
Al q — 1 1
A, qg—1 (¢+1)(g—1)
As ta=a=2) q(q +1)
B, de-l) g(g—1)

2
Le groupe G agit sur lespace projectif X = P*(F,), d’ou une représentation px
de G sur Q,[X] de dimension ¢ + 1. Comme Paction de G sur X est doublement
transitive (c’est-a dire Paction est transitive et, pour tout élément x € X, le stabi-
lisateur de z agit transitivement sur X — {z}), px se décompose en somme directe
1 @ Ox avec Ox irréductible de dimension g. On obtient ainsi, par multiplication
par des puissances du déterminant, 2(q— 1) représentations irréductibles distinctes
de G : les [.]odet” (nous noterons leurs caractéres an)) et les Ox - ([.] o det™) (nous
noterons leurs caractéres 95{‘)), pour 1 <n <q-—1.

Soit maintenant B le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de GG. Pour
1 <m,n <q—1, on dispose du caracteére :

xz 0
* Yy
En induisant ce caractére dans le groupe G, on obtient une représentation de degré

g+ 1de G, qui est irréductible dés que m # n. Notons 9((;}:’1”) le caractére de cette
(g—1)(q—2)
2

) = [z™y"].

représentation lorsque m < n. On obtient alors
tions irréductibles distinctes de G.

Considérons finalement le sous-groupe cyclique engendré par une matrice M sem-
blable & B}. On dispose du caractére M +— [3]" (1 < n < ¢*—1). Notons z/)é?q)fl) le

caractére de son induit & G. On vérifie alors que 9,(;1_1)9((11_11’”) — 9(51_11’”) —wé?q)_l) est

le caractére d’une représentation irréductible de G' de degré ¢ — 1 lorsque n n’est

pas multiple de ¢+ 1. Notons 95@1 le caractére ainsi obtenu. Il ne dépend que de la

(g—1)
2

caractéres de représenta-

classe de n modulo la relation n ~ ngq. Nous avons ainsi trouvé < nouveaux ca-
ractéres de représentations irréductibles distinctes. Nous pouvons donc finalement
construire la table de caractéres de G :

o) o Ol

1<n<qg—-1]1<n<g—1|1<m<n<qg—1
A7 |l gl | (g+Dla)mere
A | [ 0 o] )
Aéavb) [a]n(a-i-b) [a]n(a+b) [Oé}ma-i-nb 4 [a]na+mb
ByY [ —[a]™ 0
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9(”)
-
1<n<¢-1g+1l{nn~ng
Ay (g = D[
Aga) _[B}nc(q—‘rl)
A 0
By —la]" — [o]"

Les représentations dans la derniére famille ne sont pas induites a partir d’un sous-
groupe parabolique de GLo(F,) et sont dites cuspidales. Il est en fait possible de

les paramétrer a 1’aide de caractéres de FZQ. On dit qu’un caractére y : IFQXQ — @X
est primitif s’il est injectif. On vérifie immédiatement que les caractéres primitifs
sont donnés par des puissances du relévement de Teichmiiller, plus précisément
par les [.|": IF; — (QTPX pour 1 <n < ¢*—1 avec ¢+ 1{n. On définit alors :

Définition 3.1.1. (Représentations cuspidales)
Pour x : F; — @X un caractére primitif, si n est Uentier entre 1 et ¢> — 1 non

multiple de q + 1 tel que x = [.|", on appelle Ry(x) la représentation 92@1.

3.1.2 Table des caractéres de GL;(F,)

Posons G = GL3(F,). Notons a, [ et v des éléments primitifs de Fy, Fp2 et Fys
tels que a = B9+1 = 44*+a+1 Vojci la liste des classes de conjugaison de GLs(F,) :

a a? a?
a __ a a __ a a ___ a
Af = o , Ag = 1 « , Ag = 1 « ,
a a 1 a®
a? a? a®
ab __ a ab __ a a,b,c b
A" = « , Ay = 1 « Ay = Q@ ,
ab al of
aCL ,.ye
a,d __ d e __ eq
Bl - ﬁ ) Cl - fy 5 b
dq eq
B Y

ot a,b,c décrivent Z/(q — 1)Z et sont deux a deux distincts, d décrit (Z/(¢* —
1)Z)/(z ~ qz) avec ¢+ 11 d, et e décrit (Z/(¢* —1)Z)/(x ~ qx) avec ¢* +q+ 11 e.
On obtient donc :
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Famille de classes | Nombre de classes | Nombre d’éléments de chaque classe

Al q— 1 1
A, q—1 (¢+1)(g—1)(¢* +g+1)
As q—1 g(¢ +1)(¢—1)*(¢® +q+1)
Ay (¢ —1)(¢g—2) (¢ +q+1)
As (¢ —1)(g-2) g+ 1)(g—1)(¢*+q+1)
Ag R CEICE) ¢+ 1)@ +q+1)
By ae17 Flg— 1) +q+1)
Cy et ie=1) ¢*(¢+1)(¢—1)°

Total ql¢+1)(¢—1) -

Le groupe G agit sur lespace projectif X = P*(F,), d’ou une représentation px
de G sur Q,[X] de dimension ¢ + ¢ + 1. Comme Paction de G sur X est double-
ment transitive, px se décompose en somme directe 1 & yx avec yx irréductible
de dimension ¢? + ¢. On obtient ainsi, par multiplication par des puissances du
déterminant, 2(q — 1) représentations irréductibles distinctes de G : les [.] o det”

nous noterons leurs caractéres X(") et les xx - ([.] o det™) (nous noterons leurs
1

(n)

a*+q
D’autre part, considérons Y I’ensemble des couples formés d’une droite de F Z et
d’un hyperplan qui la contient. Encore une fois, G agit sur Y, d’ot une représen-

tation py de G sur Q,[Y] de dimension (¢ + 1)(¢?+ g+ 1). On vérifie aisément que

caractéres X, ), pour 1 <n <q— 1.

Py se decompose en somme directe py = 1 2xé )Jrq @ Xy, ol xy est irréductible
de dimension ¢3. On obtient ainsi ¢ — 1 nouvelles représentations irréductibles dis-
tinctes de G de dimension ¢° : les xy - ([.] o det™) (nous noteroNs leurs caractéres
Xc(;))= pour 1 <n<gqg-—1.

Considérons maintenant le sous-groupe parabolique de GL3(F,) :

P(I,z) (Fq) =

0 0
* ok
* ok

* X X

Le produit d’un caractére x de F; et d’une représentation 6 de G Ly(IF, ) fournit une

représentation de P 5 (F,). Nous avons donc essentiellement quatre situations :

(i) Le caractére y est la puissance m-iéme composée avec [.], 1 < m < ¢ — 1,
et 0 = 9%"), 1 < n < g—1. Dans ce cas, en induisant y - 0 a GG, on obtient
des représentations irréductibles distinctes de G lorsque m # n : elles sont de
dimension ¢ + ¢ + 1. Notons alors X‘(ZT'S])‘H les caractéres correspondants. Il y en
a (g —1)(g—2).

(ii) Le caractére x est la puissance m-iéme composée avec ], 1 < m < g — 1,
et 0 = 9((1”), 1 < n < ¢g—1. Dans ce cas, en induisant y - # & G, on obtient
des représentations irréductibles distinctes de G lorsque m # n : elles sont de
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(m;n)

o(Pq1) les caractéres correspondants. Il

dimension ¢(¢*+ ¢+ 1). Notons alors x
yena(g—1)(g—2).
iii) Le caractére y est la puissance [-iéme composée avec .|, 1 < [ < g —1, et
X
0 = 65:’1”), 1 <m < n<q-—1. Dans ce cas, en induisant y - ¢ & GG, on obtient
des représentations irréductibles distinctes de G lorsque [ < m < n : elles
sont de dimension (g + 1)(¢*> + ¢ + 1). Notons alors y!"™" les caractéres

(g+1)(¢?+q+1)
correspondants. Il y en a w.

(iv) Le caractére x est la puissance m-iéme composée avec [.], 1 <m < qg—1, et
0 = 9((;1)1, 1 <n<¢-1,¢+11n. Dans ce cas, en induisant y -6 a G, on
obtient des représentations irréductibles distinctes de G : elles sont de dimension
(¢ —1)(¢* + ¢+ 1). Notons alors ng'l_’?i(quqﬂ) les caractéres correspondants. Il

y en a —q(qgl)g.

Considérons finalement le sous-groupe cyclique engendré par une matrice M sem-

blable a C}. On dispose du caractéere M — [y]" (1 < n < ¢* — 1). Notons
wggq L1)(q_1)y le caractére de son induit & G. On vérifie alors que 1/1;?()

(¢=1) (¢—1) (g=1)y, (¢=1n)
(qu _quJrq X1’ )X(g—l)(q2+Q+1

tible de G de degré (¢+1)(q—1)? lorsque n n’est pas multiple de ¢>+¢+1. Notons

()
0(g1)(g-1y2

la relation n ~ ng. Nous avons ainsi trouvé nouveaux caractéres de re-
présentations irréductibles distinctes. Nous pouvons donc finalement construire la
table de caractéres de G :

NE

a+1)(g-1)%
) est le caractére d’une représentation irréduc-

le caractére ainsi obtenu. Il ne dépend que de la classe de n modulo
a(g+1)(g—1)
3

(n) (n)
3

Xg2+q Xq
1<n<qg-1| 1<n<qg—-1 |[1<n<qg-—-1

AP | faf | (@tglePr | @l
A7 | fap dlo™ 0
ALY [a]?" 0 0
Aia7b) [a/]n(Zaer) (g+1 [a]n(2a+b) q[a]n(2a+b)
Aé&b) [&]n(2a+b) [&]n(2a+b) 0
Aémbﬁ) [a]n(aerJrc) Q[Q]n(a+b+c) [a}n(a+b+c)
B"” | la]"C) 0 ~[a]"
cy” o] o] o]
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(m.n)
Xg2tqt1

(m.n)

Xq(g?+q+1)

1<mn<qg—1,m#n

1<mn<qg—1,m#n

AP | (@ +g+ D] (g + g+ D]
Aéa) <q 4 1>[a](m+2n)a q[a](m-‘r?n)a
Aga) [Oé] (m+2n)a 0
Aia,b) (q + 1)[04] (m+n)a+nb + [a]Qna+mb (q + 1)[@} (m+n)a+nb + q[a]Znaerb
a,b m-+n)a+n na+m m-+n)a+n
A(éb) H(+)+b+[a]2+b [a](+)+b
a,b,c cycl ma-+n c cycl ma-+n c
Ag D] et Sl
a,d ma+n ma+n
Bg ) [a] +nb —[a] +nb
o 0 0
(Im,n) (m,n)
(g+1)(¢%+q+1) (g=1)(¢*+q+1)
1<li<n<m<qg-—1 1<m<g-1,1<n<¢—-1qg+1fn
AP | g+ 1@ +g+ Dla]m | (g = 1)(g +g+ D[ reed
AT g+ Dl Bt
A(gaz) [a]<ll+m+”)“ [8](m+mala+D)
AT (g ) g o) (g — 1)[BJet oD
a,b cycl m)a+n na+m.
A D L] et [B](retmb)a+)
a,b,c sym a+mb+nc
AT Silmlel® 0
B 0 — (B () + 5]
cl 0 0
(n)
X(g+1)(g=1)2
1<n<¢@-1,¢+q+1{n,n~qgn
Al (q+1)(q — 1)?[yJret@+atD)
a na 2
A —(g — 1)[y]atarat
a na(g?
Aé ) [y]ra(e® +atD)
ALY 0
A 0
Aéa,b,c) 0
B 0
o [ + [ + [y’

Les représentations dans cette derniére famille ne sont pas induites a partir d’un
sous-groupe parabolique de GL3(F,) et sont dites cuspidales. Il est possible de

. < . < . N - X
les paramétrer a 1’aide de caractéres de F;B. On dit qu’un caractére y : IFng —+Q,
est primitif s’il est injectif. On vérifie immédiatement que les caractéres primitifs
sont donnés par des puissances du relévement de Teichmiiller, plus précisément
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par les []" : oy — Q," pour 1 <n < ¢®—1avec ¢+ ¢+ 11 n. On définit alors :

Définition 3.1.2. (Représentations cuspidales)

Pour x : IF;3 — @X un caractére primitif, si n est Uentier entre 1 et ¢> — 1 non

(n)

multiple de ¢*+q+1 tel que x = [.]", on appelle Rs(x) la représentation X (gt 1)(g—1)2"

3.2 Représentations en caractéristique p : poids de Serre
locaux

Dans cette partie, on s’intéresse a des représentations du groupe linéaire d’un
corps fini en caractéristique p. On cherche plus particuliérement a construire les
représentations irréductibles de GL3(F,) & valeurs dans T, ot p est premier et ¢
une puissance de p, disons p”.

Notons Zi I'ensemble des 3-uplets d’entiers (A1, A2, A3) tels que A\ > Ay > As.
Notons B3 le sous-groupe de G L3 formé des matrices triangulaires supérieures,
B3 le sous-groupe de GL3 formé des matrices triangulaires inférieures et 75 le
sous-groupe des matrices diagonales. Notons aussi les sous-groupes paraboliques :

* ok %

P(JLQ) =| 0 x|,
0 *
¥ ok %
P(;l) = %k %
0 =

Un élément de Zi peut alors étre vu comme un caractére dans X*(73), étant
donné que X*(T3) = Z*. Ainsi, si A € Z3, alors A définit un caractére de By (en
voyant 73 comme le quotient de By par le sous-groupe des matrices triangulaires
inférieures n’ayant que des 1 sur la diagonale). Nous pouvons donc considérer la
représentation de GL3 obtenue par induction :

Définition 3.2.1. (Le module M), )
Pour tout anneau commutatif A, on appelle M\(A) le A-module suivant :

Jndgﬁf(x) = {f:GLs|s — Gyla :
VR € A— A4lg,Vg € GL3(R),Vb € B (R), f(bg) = A(b) f(g)}.

On remarque immédiatement que, pour tout anneau commutatif A, GL3(A) agit
sur My(A) par (¢'- f)(9) = f(g¢'). Le module M), définit donc une représentation
algébrique de G'L3 sur Z : pour tout anneau commutatif A, GL3(A) agit foncto-
riellement sur le A-module libre de type fini M) (A) = M,(Z) ®7 A.
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Rappelons que le socle d’une représentation est la somme de ses sous-représentations
irréductibles. Notons alors Ny le socle de M,|g,. C’est une représentation algé-
brique de G Ls|g, .

Considérons maintenant un élément a de (Z3)
sentation de GL3(FF,) sur [F, suivante :

Fo= @ (Nop(Fy) 5,0 Fy).

o€ Hom(Fy,Fy)

Hom(Fo.F») Définissons alors la repré-

On dit que a est un poids restreint local si, pour tout o € Hom(F,,F,) et tout
i € {1,2}, on a l'inégalité a,; — ay;+1 < p— 1. Nous sommes en mesure d’énoncer
le théoréme suivant, qui n’est autre que le théoréme 3.10 dans [Her(9] :

Théoréme 3.2.2. (Représentations irréductibles de GL3(F,) sur F,)

(i) Soit a un poids restreint local. Alors F, est une représentation irréductible de
GL3(F,). o

(it) Toute représentation irréductible de GL3(F,) sur F, est isomorphe a F, pour
un certain poids restreint local a.

(111) Soient a et b deuzx poids restreints locaux. Les représentations F, et F, sont
isomorphes si, et seulement si, pour tout o € Hom(F,,F,) et pour i € {1,2},
on a

Qg — Qgit1 = bo,i - ba,i—l—lu

et, pour tout x € F7, on a

H o(z)tesbes =1,

o€Hom(Fq,Fp)

Remarque 3.2.3. (i) Dans GL3(F,), il y a ¢*(q—1) classes de conjugaison d’ordre
premier avec p (ce sont celles des familles Ay, A4, Ag, By et C1). Il y a donc le
bon nombre de représentations irréductibles.

(ii) Fizons o9 € Hom(F,,F,). Notons ¢ € Gal(F,/F,) le Frobenius, puis pour
1 <i < n-—1, posons o; = ag o ¢'. Alors Hom(F,,F,) = {09,...,0, 1}, et
donc on a [ cpomr, F,) o(x)* 373 =1 pour tout x € FY si, et seulement si,

q—1(aoy3 = boy 3) +P(A0; 3~ oy 3) +p2(a0273 —boy3) t - ‘l'pnil(aan—l,?» —bo, 13)-
Considérons maintenant le cas oll ¢ = p. Le théoréme précédent se réécrit alors :

Corollaire 3.2.4. (Représentations irréductibles de GL3(F,) sur F,)

(i) Soit (a,b,c) € Z3 un poids restreint local. Alors Fap. est une représentation
irréductible de GL3(F,), que 'on notera plutot F(a,b,c)

(ii) Toute représentation irréductible de GL3(F,) sur F, est isomorphe a F(a,b,c)
pour un certain poids restreint local (a, b, c) € Zi.
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(iii) Soient (a,b,c) et (¢, V', ) deuz poids restreints locaur dans Z3 . Les représen-
tations F'(a,b,c) et F(a',V, ") sont isomorphes si, et seulement si, a—b = a’ =V,
b—c=b—-Cceta+b+c=d+V+ mod (3(p—1)).

Dans la suite, on appellera poids de Serre local toute représentation irréduc-
tible de GL3(F,) sur F,. Nous venons de voir que les poids de Serre locaux sont
paramétrés par des triplets d’entiers (a,b,c¢) qui sont des poids restreints locaux.
On dira que le poids de Serre local F'(a,b,c) est :
e réguliersia—b<p—1etb—c<p—1, desorte qu’il y a une bijection entre
les poids de Serre locaux réguliers et (Z/(p — 1)Z)*.
e génériquesi3<a—b<p—53<b—c<p—>Hetla—c—(p—2) >4
e fortement génériquesib < a—b <p—7,5<b—c<p—Tet|a—c—(p—2)| > 6.
Pour (a, b, ¢) un triplet quelconque d’entiers, on notera F'(a, b, ¢),¢4 le poids de Serre
local régulier F(d',¥,c') tel que (a’,b',c') = (a,b,c) mod (p—1). Etant donné un
poids de Serre local F(a,b,c) ((a,b, c) étant un poids restreint), on notera dans la
suite R(F'(a,b, c)) le poids de Serre local régulier F'(c — 2,0 — 1, a),g.
Il sera utile dans la suite d’introduire deux sous-ensembles de ’ensemble des poids
de Serre locaux : on dira que F'(a, b, ¢) est dans 'alcdve inférieure sia—c < p—2
et dans I'alcove supérieure s’il est régulier et a — ¢ > p — 2. On dira aussi que
F(a,b,c) est dans 'alcove inférieure au sens large si a—c < p—2. Remarquons
finalement que, si F'(a, b, ¢) est un poids de Serre local dans I'alcove inférieure, alors
F(c+p—2,b,a—p+ 2) est un poids de Serre local dans 'alcove supérieure, que
nous noterons R(F).

3.3 Décompositions de certaines représentations en carac-
téristique p : théorie de Jantzen

Certaines représentations de GL3(IF,) en caractéristique p joueront des roles par-
ticuliérement importants dans la suite : c’est le cas, par exemple, de la réduction

modulo p de ]ndgf?g’)’)([.]“ @[] @ [.]¢) (ou [] est le représentant de Teichmiiller)
3 p

ou de la réduction modulo p de R(y) pour Y : IF; — @X un caractére primitif. Il
convient donc de connaitre leurs composantes de Jordan-Hdolder.
Pour ce faire, nous devons d’abord introduire le module de Weyl :

Définition 3.3.1. (Module de Weyl) o
Soit (a,b,c) € Z2%. On appelle module de Weyl le Z,-module libre de type fini :

W(a,b,c) = M(a,b,c) <Zp) ®Zp Zfp

On le notera aussi parfois W(a,b,c). Il est naturellement muni d’une action de
GL3(Zy).
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Remarque 3.3.2. En, fait, on remarque que W(a, b, c) ®Z@p 2 Mape)(Qp) ®q,
Q, est muni naturellement d’une action de GL3(Q,). On observe aussi immédiate-
ment que l'on dispose d’une injection naturelle F(a,b,c) — W (a,b,c) @z Fy, com-
patible avec Uaction de GL3(F,). On notera dans la suite W (a, b, c) = W(a, b, ¢)®7
F

p-

Ces modules de Weyl permettent alors de décomposer les réductions de certaines
représentations en caractéristique 0 dans le groupe de Grothendieck grace a la
formule de Jantzen :

Théoréme 3.3.3. (Quelques cas particuliers de la formule de Jantzen)

Si V est une représentation de GL3(F,) sur Q,, on note V une réduction de V

modulo p.

(i) Soit (a,b,c) € Z3 tel que a > b > ¢ et a —c < p. Alors, dans le groupe de
Grothendieck :

Indg 20V ([0 @ [P @ [1) =W(a,b,¢) + Wla,e,b—p+ 1) + Wb c,a—p+ 1)

+W(b+p—1a,¢)+W(c+p—1,a,b)
+W(c+p—-1,b,a—p+1).

(i) Soit (a,dy,dr) € Z2 tel que a > dy > dy et a —dy < p. Alors, dans le groupe
de Grothendieck :

GLs(F) 1 1a B
I"dpﬁi()(ml)(['] ® Ry([JAotrir)) =W (a,do — 1,dy + 1) + W(a,dr,do —p + 1)

+W
+W
+W
+W

do—1,di +1,a—p+1)
do+p—2,a,d; + 1)
di+p—2,a,dy+1)
di+p—1,dy,a—p+1).

| | | —

(i) Soit (o, €1, €2) € Z3 tel que eg > e1 > ey et eg— ez < p. Alors, dans le groupe
de Grothendieck :

R3([‘]€0+p61+p262) :W(GO — 2, €1 + 1,62 + 1) + W(Go — 1,62, €1 — P + 2)
+Wiler—1lea+1eg—p+1)+W(et+p—1,e0—1,e2+1)
+W(€2 +p_ 1761760 _p+ 1) +W(62 +p_2760a61 + 1)

Démonstration. On pourra aller voir le théoréme 5.2, ainsi que le théoréme 3.4 de
I'annexe, de [Her09|. On pourra aussi se référer a la preuve de la proposition 7.4
du méme article. O
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Pour connaitre les composantes de Jordan-Hélder de ces représentations, il suffit
donc de connaitre les composantes des modules de Weyl :

Proposition 3.3.4. (Composantes de Jordan-Hoélder des modules de Weyl)
Soit (a,b,c) € Z7 un poids restreint.
(i) Si(a,b,c) est dans Ualcove supérieure, alors on dispose d’un suite exacte :

0— F(a,b,¢c) = W(a,b,c) > F(z+p—2,y,x —p+2) = 0.
(i1) Si (a,b,c) n'est pas dans Ualcove supérieure, alors F(a,b,c) = W(a,b,c).
Démonstration. On pourra aller voir la proposition 3.18 de [Her09]. O

Comme le théoréme précédent, cette proposition est due a Jantzen. Ces deux
résultats combinés permettent donc d’obtenir explicitement les composantes de

Jordan-Hélder de Ind®" ) ([]e & [0 & []°), ]ndGL‘* W)(Ha ® Ry([]do+rdr)), et de

Bf (Fp) (F
RS([']eo—f—pm—f—p 62).

3.4 Un isomorphisme fondamental

Dans cette partie, nous allons seulement citer un résultat dit & Smith et Cabanes,
mais qui sera extrémement important dans la suite pour définir des opérateurs de
Hecke.

Etant donné p = (u1, p2, p3) € Z°, on note P,(F,) le sous-groupe parabolique
de GL;3(F,) correspondant, et L,(F,) et N,(F,) son sous-groupe de Lévi et son
sous-groupe normal respectivement. On a alors :

Proposition 3.4.1. (Isomorphisme de représentations du groupe de Lévi)

Soient V = F(a,b,c) un poids de Serre local et p = (i1, pi2, 13) € Z> avec pq <

e < ps. On note Vy,w,) = V/{nv —vln € N,(F,)}. La composée VN-uFr) —

V = Vy,(r,) est un isomorphisme compatible avec l'action de L_,(FF,) et YV N=u(Fp)

et Vn,(,) sont des représentations irréductibles de L_,(FF,). De plus :

o iy < g < ps, alors VN-1F») = P(a) @ F(b) ® F(c) et VN-+() est le sous-
espace de V' sur lequel T5(FF,) agit par (a,b,c).

® sipi = piy < piz, alors VN-uF») = P(q b) @ F(c) et VN-+F2) est la somme pour
d € Z des sous-espaces de V' sur lesquels T5(F,) agit par (a +d,b—d,c).

o si g < po = g, alors VN-u(F») = F(q) @ F(b,c) et VN-+E) est la somme pour
d € Z des sous-espaces de V' sur lesquels T5(F,) agit par (a,b+d,c— d).

o sif = pig = pi3, alors VN-+2) = F(q, b, c).

Démonstration. On pourra aller voir le lemme 2.5 de [Her11b). O

L’isomorphisme sera utile pour définir une algébre de Hecke dans la partie 6.3 dont
les opérateurs seront les projections modulo p d’opérateurs d’une autre algebre de
Hecke. Les quatre isomorphismes seront utiles dans certains calculs de la partie 7.
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3.5 Correspondance de Langlands locale

Considérons K une extension finie de Q, de corps résiduel k. Notons Irr(GL,(K))
I’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles continues
admissibles de GL,(K) sur Q,, Wi le groupe de Weil de K et WD Rep, (W)
Iensemble des classes d’isomorphisme de représentations de Weil-Deligne telles
que le Frobenius agit de maniére semi-simple. On définit :

Définition 3.5.1. (Correspondance de Langlands locale)

On appelle correspondance de Langlands locale de K une famille de bijec-
tions reck : Irr(GL,(K)) — WDRep,(Wg) pour n > 1 vérifiant les propriétés
sutvantes :

(i) Pour tout x € Irr(GLi(K)),reck(x) = x o Art.

(1) Pour ry € Irr(GLy,(K)) et ro € Irr(GLy,(K)), on a :

L(ry X 1r9,8) = L(reck(r) ® reci(ra), s),

€(r1 X 19, 8,1) = e(reck(r1) @ recg(ra), s, ).
(i1i) Pour r € Irr(GL,(K)) et x € Irr(GLy(K)),
reck(r @ (x odet)) = reck(r) ® reck(x).
() Pourr € Irr(GL,(K)), si x est le caractére central de r, alors
det reck (r) = reck(x).
(v) Pourr € Irr(GL,(K)), reck(r") = recg(r)", ou " désigne le contragrédient.

Le théoréme fondamental que nous utiliserons dans la suite comme boite noire est
le suivant :

Théoréme 3.5.2. (Existence et unicité de la correspondance de Langlands
locale)

Pour toute extension finie K de Q,, il existe une unique correspondance de Lan-
glands locale de K.

L’unicité a été établie par Guy Henniart en 1993 dans [Hen93|, et I'existence a été
prouvée par Michael Harris et Richard Taylor en 1999 dans [HT01].

Ainsi, a chaque représentation irréductible r de G'L3(K) nous pouvons associer une
représentation de Weil-Deligne reck (r). Dans la suite (section 6.2), il conviendra
de connaitre la restriction a I'inertie de reck (r) pour certaines représentations r :

Proposition 3.5.3. (Correspondance de Langlands iner@lle}
Soit r une représentation continue irréductible de GL3(K) sur Q, telle que chaque
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vecteur est fizé par un sous-groupe ouvert de GL3(K) et pour tout sous-groupe
ouvert compact U de GL3(K) le sous-espace fizé par U est de dimension finie (on
dit que p est admissible). Notons L 'extension non ramifiée de degré 3 de K, et l
son corps résiduel.

O , GLs(k
(i) Si r|gryox) contient [ndB;:z( )

K (X1 ® x2 ® X3) pour X, X2, X3 trois caractéres
k™ — @X deuz & deuz distincts, alors recy ()|, = x10 Artl}l @ X2 0 Art;{1 &)
X3 0 Arty.

(ii) Si r|qr,ox) contient Rs(x) pour x un caractére primitif X — @X, alors
reck (r)|ne = @oegaasm (X © Art;h).

Cette proposition est toujours vraie si 'on remplace 3 par un entier naturel quel-

conque. Pour une preuve, se référer a la proposition 2.4.1 de [EGH].

4 Représentations automorphes

Fixons un nombre premier p. Rappelons que la conjecture de Serre classique af-
firme que toute représentation p : Gal(Q/Q) — GLy(F,) continue, irréductible et
impaire provient d’une forme cuspidale, fonction propre des opérateurs de Hecke,
et que nous disposons d’une recette pour connaitre le poids et le niveau d’une forme
modulaire f telle que py = p. Nous voulons a présent traiter une généralisation de
ce probléme en dimension 3, c’est a dire étudier la modularité de représentations
continues et irréductibles p : Gal(F/F) — GL3(F,), ott F est un corps de nombres.
Bien évidemment, la premiére étape consiste a expliquer ce que nous entendons
par représentation automorphe : il faut donc définir une notion de poids. Nous
avons déja introduit des poids de Serre locaux, que nous pouvons voir comme des
représentations de groupes linéaires sur les corps résiduels de certaines complétions
de F'. Fidéles au principe local-global, nous introduirons une notion de poids de
Serre global, qui ne sera qu'un produit tensoriel d’un certain nombre de poids de
Serre locaux correspondant a certaines complétions de F' et qui jouera le role du
poids de la forme modulaire dans le cas de la conjecture de Serre en dimension 2.
Nous associerons ensuite a chaque représentation irréductible p : Gp — GLs(F,)
un ensemble de poids de Serre globaux pour lesquels nous dirons que la représen-
tation est automorphe : cet ensemble sera noté W (p).

Une fois que nous aurons défini cette notion de modularité, nous introduirons un
autre ensemble de poids de Serre globaux W7(p) (que nous appelons Iensemble
des poids prévus), et 'objectif dans toute la suite du mémoire sera de comparer cet
ensemble & W (p). Toujours fidéles au principe local-global, afin de définir W*(p),
nous étudierons préalablement la situation locale, et définirons des ensembles de
poids de Serre locaux associés aux restrictions de p a certains groupes de décom-
position : nous noterons ces ensembles W, (p|q,. ), w étant une place de F.
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Dans toute cette procédure, nous avons tout de méme commis une sorte d’impos-
ture vis-a-vis du principe local-global, puisque, s’il est vrai que nous avons défini la
notion de poids de Serre global & partir des poids de Serre locaux, nous n’avons pas
introduit pour chaque place w de F un ensemble de poids de Serre locaux associé
a p et & w pour ensuite définir W (p). Afin de remédier a cela, nous introduirons de
tels ensembles; qui seront des analogues de W(p) dans la situation locale, et nous
les noterons W, (p), pour w une place de F. L’introduction de ces ensembles sera
trés utile pour comparer W (p) et W7(p), puisque la stratégie consistera a d’abord
comparer W, (pla,. ) et Wy (p) pour en déduire des liens entre W(p) et W7(p).

4.1 Contexte général et notations

Considérons F' un corps a multiplication complexe, et notons F'* le sous-corps
totalement réel maximal de F'. Notons aussi ¢ I’élément non trivial de Gal(F/F™T).
Supposons finalement que p est totalement décomposé dans F'/Q. Lorsque v est
une place de F'*, on note k, le corps résiduel de F). Lorsque w est une place de
F', on note k,, le corps résiduel de F,.

Soit maintenant G un groupe algébrique unitaire sur F'*, compact a l'infini, défini
a l'aide d’un espace vectoriel V' de dimension 3. Rappelons que 'on dispose d’un
isomorphisme de groupes algébriques sur F' entre G Xp+ F et GL3. Rappelons
aussi que, pour toute F'-algébre R,

G(R) ={g9 € GL3s(F ®p+ R) : (¢")Jg = J},

ou J est une matrice hermitienne a coefficients dans F. Par conséquent, si I'on
note g* = 771@’5)7 pour g € GL3(F ®@p+ R), alors

G(R) = {g € GL3(F ®p+ R) : g¢* = Id}.

Cela permet d’établir la proposition suivante, qui sera essentielle dans toute la
suite :

Proposition 4.1.1. (Modéle entier de G)
Il existe un entier naturel N premier avec p et un groupe algébrique G sur Op+[1/N]
tels que G X0, 1/n] Fr>=Getg X0, [1/N] Or[1/N] = GLs.

Démonstration. On pourra aller voir la section 7.1.1 de [EGH]. O

Notons ¢ I'isomorphisme G xo_, 1/5] Or[1/N] = GL3. Soit v une place finie de
F* totalement décomposée dans F et ne divisant pas N, et notons w et w® les
places de F' qui sont au-dessus de v. On voit alors immédaitement que ¢ induit
un isomorphisme G(F,) — GL3(F,), qui par restriction a G(Op,) devient un
isomorphisme G(Op, ) — GL3(Op, ). Or l'injection F,} < F,, est un isomorphisme.

26



Donc ¢ induit un isomorphisme ¢, : G(F,") — GL3(F,), qui par restriction &
G(Op+) devient un isomorphisme G(Op+) — GL3(Op,).

Pour terminer, remarquons que, d’aprés les propriétés des groupes unitaires, co ¢,
est conjugué avec ¢ o tye, ol ¢ : GL3(Fye) = GL3(Fye), g — (%)L

4.2 Poids de Serre globaux

Nous avons déja défini une notion de poids de Serre local : c¢’est tout simplement
une classe d’isomorphisme de représentations irréductibles de G L3(F,) sur E. En
fait, comme p est totalement décomposé dans F/Q, si v est une place de F'™ qui
divise p et w est une place de I’ qui divise v, k,, = [F,, et donc un poids de Serre local
est tout simplement une classe d’isomorphisme de représentations irréductibles de
GLs(ky), ou bien, a l'aide de l'isomorphisme ¢,, une classe d’isomorphisme de
représentations irréductibles de G(k,) : cela explique pourquoi nous avons qualifié
de "local" un tel poids de Serre. Afin de construire une notion globale de poids de
Serre, il est naturel de considérer simultanément des représentations irréductibles
des G(k,) pour v décrivant les places de F'* divisant p. Bien évidemment, cela ne
correspond pas a l'idée que nous nous faisons d’habitude d’un probléme global,
puisque nous ne regardons pas toutes les places de F'* mais seulement celles qui
divisent p : cependant, dés le départ, le premier p joue un réle trés particulier (on
étudie des représentations en caractéristique p), et il semble donc naturel de ne
regarder que les places divisant p pour traiter le probléme global, d’autant plus
que nous venons de voir que les poids de Serre locaux ne correspondent a des
représentations de G(k,) que pour des places v de F'™ divisant p. On définit donc :

Définition 4.2.1. (Poids de Serre globauz)
Un poids de Serre global est par définition une classe d’isomorphisme de repré-
sentations irréductibles de [],, G (kv).

Grace a l'isomorphisme ¢, si pour chaque place v de F'* divisant p on fixe une
place v de F' divisant v, on peut toujours voir un poids de Serre comme une
classe d’isomorphisme d’une représentation irréductible du produit [, GLs(kz).
Or, d’aprés la théorie des représentations linéaires des groupes finis, les représenta-
tions irréductibles de J[,, G'L3(k;) sont les produits tensoriels de représentations
irréductibles des G L3(k3). De plus, comme p est totalement décomposé dans F'/Q,
k; = IF, pour tout v. Par conséquent, les poids de Serre globaux sont les :

®F(av,bv,cv)

ot les (ay, by, ¢,) sont des poids restreints locaux pour toute place v de F'* divisant
.
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Paramétrons ces poids de Serre globaux de la maniére suivante. Remarquons que
la conjugaison complexe ¢ induit une permutation de I’ensemble 735 des places de
F' divisant p, en enVFoyant chaque place w sur 'autre place w® qui est au-dessus
de w|p+. Soit (Zi)gj” I'ensemble des a € (Zi)Pﬁ tels que, pour toute place w de
F divisant p et pour tout i € {1,2,3}, ay; + ayes—; = 0. Cette derniére égalité
permettra en fait dans la suite d’effacer le choix arbitraire dFes U que nous avons
effectué précédemment. On dit qu’un élément de a € (Zi)é’? est un poids res-
treint global si pour toute place w de F' divisant p et pour tout ¢ € {1,2}, on
& Ay; — Ayir1 < p — 1. Cela rappelle bien évidemment la définition des poids
restreints locaux.

Donnons-nous maintenant un poids restreint global a. Pour chaque place w de F
divisant p, nous disposons d’un poids restreint local a,,, et donc d’un poids de
Serre local F,,. Sil’on note v = w|p+, on peut voir F,, comme une représentation
irréductible de G(k,) a laide de 'isomorphisme G(k,) = GL3(ky). On remarque
alors que, F,, et F, . sont deux représentations isomorphes de G(k,), puisque
Qi + Qe s—; = 0 pour i € {1,2,3} et co, est conjugué a I'inverse de la transpo-
sée de 1,c. Par conséquent, la représentation F,, de G(k,) dépend uniquement de
v = w|p+ et non de w. On la notera donc F,, dans la suite.

On définit finalement le poids de Serre global F,, = ®v‘p F,,. D’aprés ce que nous
avons vu jusqu’ici, les poids de Serre globaux sont les F,, pour a un poids res-
treint global. On dira alors qu'un poids de Serre global F, est générique (resp.
fortement générique) lorsque tous les F, sont génériques (resp. fortement gé-
nériques).

Dans la suite, il sera aussi utile d’adopter un autre point de vue : un poids de
Serre global peut étre vu comme une classe d’isomorphisme d’une représentation

irréductible de [, , G(Op+) grace a la surjection [[,, G(Op+) — [1,, G(kv).

v

4.3 L’ensemble des poids associés & une représentation

Afin de définir une notion de représentation automorphe, il nous faut introduire
un espace de formes automorphes muni d’une famille d’opérateurs de Hecke.
Etant donnés un Z,-module W muni d'une action de [1,,,9(Opz) et un sous-
groupe ouvert compact U de G(AZY) x ], ,G(Ops), une forme automorphe
sur G de niveau U a coefficients dans W est par définition une fonction
f:GFT)\G(AY,) = W telle que, pour g € G(AY,) et u € U, f(gu) = u,"' f(g),
ol u, désigne la projection de u sur [[,, G(Op+). On notera S(U,W) l'espace
des formes automorphes sur G de niveau U & coefficients dans W. On notera
aussi Sy (W) = lim, | S(U,W). On remarque que G(A¥,) agit sur Sy, (W) par
g- f(h)=gpf(hg).

Nous avons ainsi défini notre espace de formes automorphes. Reste a introduire des
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opérateurs de Hecke. On dit qu’un sous-groupe ouvert et compact U de G(AZ}") x
[1,,9(Ops) est non ramifié en une place v de F'* qui est totalement dé-
composée dans F'/F* et qui ne divise pas N si U = G(Op+) x U?, ot U" est un
sous-groupe ouvert et compact de G(A7"") x || Q(OF;), et on dit que U
est non ramifié en p s’il est non ramifié en toute place v de F'* divisant p. En
tenant compte de la topologie du produit restreint, il est évident que U est non
ramifié en presque toutes les places v de '™ totalement décomposées sur F.
Pour U un sous-groupe ouvert compact de G(AZ) x [[,, G(Opy), on note Py
'ensemble des places finies w de F' totalement décomposées dans F/F*, ne divi-
sant pas pN et telles que U est non ramifié en w| g+, puis on considére P une partie
cofinie de Py. Soit alors T” 1’algébre de polynomes ZT,, [Tygj) cw e P, je{l,2,3}.
Cette algebre agit sur S(U, W) a travers les opérateurs de Hecke :

= 0 0
T =1." |GLs(Or,) | 01 0 ) GLs(OR,) |,
] 0 0 1 |
i T 0 0 ]
T® = =1 |GLs(Op,) | 0 ©7 0 | GLs(Op,)| .
I 0 0 1 |
i T 0 0 ]
10 = |GLs0r) [ 0 7 0 | GLi0n)| .
i 0 0 « ]

ou 7 est une uniformisante de Op, . De cette maniére, nous avons défini une algébre
de Hecke T” qui agit sur espace des formes automorphes S(U, W).

Remarque 4.3.1. On vérifie immédiatement que Tzfjlc)Tl(u‘?) = qu) et Tﬁ)Tf’) =
T,

Donnons-nous maintenant une représentation continue irréductible p : Gp —
G L3(F,). Soit F, un poids de Serre global (vu comme représentation de [T, (k).
a étant un poids restreint global. Nous voulons définir ce que signifie pour p d’étre
automorphe de poids F,. Par analogie avec la conjecture de Serre en dimension
2, il semble naturel de chercher certains espaces propres des opérateurs de Hecke
précédents dans S(U, W), pour certaines valeurs propres déterminées par p.
Supposons que p|g, soit non ramifiée pour toute place w € P. Sous cette hy-
pothése, le polyndome caractéristique de p(F'rob,) est bien défini pour w € P :
notons-le
X3 10X 1@ x )
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Considérons alors le morphisme de Z,-algeébres suivant :

0:T" - T,
)

G) oy tw
L= (N, )iG-D/2

o N, désigne la norme de w. Ce morphisme d’algébres est surjectif, et donc
son noyau est un idéal maximal de T”, que nous noterons m. Dire que ’espace
propre de S(U, F,) (pour un certain sous-groupe ouvert compact U de G(A3) x
[1,, 9(Opy)) sous laction de T? pour les valeurs propres déterminées par le ca-
ractére 6 est non nul revient alors a dire que S(U, Fy,)m # 0. On définit donc :

Définition 4.3.2. (Représentations automorphes)

Soient p : Gr — GL3(F,) une représentation continue irréductible et F, un poids
de Serre global, a étant un poids restreint global. On dit que p est automorphe de
poids F, s’il existe un sous-groupe ouvert compact U de G(AZY) x [[,,G(Opy)
non ramifié en p et une partie cofinie P de Py ne contenant que des places ot p est
non ramifiée tels que, si m désigne l'idéal mazimal de TT associé a la représentation
p, on a S(U, F,)n # 0. On note W(p) l’ensemble des poids de Serre globauz pour
lesquels p est automorphe. On note aussi Wyen(p) l'ensemble des poids de Serre
globauz génériques de W (p).

Comme dans le cas de la conjecture de Serre en dimension 2, cette définition

souléve trois problémes :

(i) (Modularité) Quelles représentations p sont automorphes (i.e. W(p) # 0)?

(ii) (Probléeme du poids) Si p est automorphe, peut-on déterminer pour quels poids
elle Pest (i.e. déterminer 'ensemble W (p)) ?

(iii) (Probléme du niveau) Si p est automorphe, peut-on déterminer (explicite-
ment) un sous-groupe ouvert compact U de G(A7) x Hv|p G(Op+) pour lequel
il existe une partie cofinie P de Py ne contenant que des places ol p est non
ramifiée telle que, si m désigne I'idéal maximal de T associé & la représentation
p,onaSWU F,)n#07

Dans toute la suite, on ne s’intéresse qu’au deuxiéme probléme.

4.4 L’ensemble des poids prévus

Dans cette section, étant donnée une représentation galoisienne p : Gal(F/F) —
G L3(F,), nous allons définir un ensemble de poids de Serre globaux W”(p). Nous
dirons que c’est 'ensemble des poids prévus, puisque nous tenterons de montrer,
dans la suite, que W7(p) est en fait ensemble des poids pour lesquels p est au-
tomorphe. La référence pour construire 'ensemble W’(p) est la thése de Florian
Herzig. Nous choisissons ici de donner une définition moins intrinséque de W*(p),
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mais plus explicite.

Considérons p : Gal(F/F) — GL3(F,) une représentation continue modérément
ramifiée en p. Dans un premier temps, nous allons fixer w une place de F' au-dessus
de p, et nous allons introduire un ensemble de poids de Serre locaux W;(plgpw),
dépendant uniquement de la restriction de p au groupe de décomposition Gg,,
qui nous permettra ensuite de définir I'ensemble de poids de Serre globaux W*(p).
Rappelons que, comme p est totalement décomposé dans F, F,, = Q,, et donc
Gr, = Gal(@p/@i L

Notons I, = Gal(Q,/Q}") le groupe d’inertie en p et [, = Gal(Q,/Q}") le groupe
de ramification sauvage, I'unique p-Sylow de [,. Comme p est modérément rami-
fiée, p induit une représentation continue du groupe abélien I, /1;. Par conséquent,
la représentation p|7, est une somme directe de trois caracteres, disons xi, xo et
X3- La puissance p-iéme permute X1, X2, X3, €t donc trois cas se présentent :

wi
(A) pl, = w? , pour a,b,c € Z.
wi
wi
(B) pls, = wd , pour a,d € Z et d non multiple de p + 1.
wh?
ws
(C) pli, = Wy _ | pour e non multiple de p* +p + 1.
wh €

Remarque 4.4.1. (La notation 7)
Pour alléger les notations dans la suite, on notera

a1tag1)ptagey)p

2
(€, (ay, az, as)) = ws Wyt e TP P

ag(1)+agg(1))praip’
W3

D D

pour £ € Sz et (ay,as,a3) € Z3. On prouve facilement que, si a,b,c,x,y,z sont des
entiers tels quea >b>c,x >y >z, a—c<p,r—y<petat+b+c=x+y+z,
si & et & sont des 3-cycles dans Ss tels que 7(&, (a,b,c)) = 7(&, (x,y,2)), alors
E=¢ et (a,bc) = (x,y,2) (voir le lemme 5.2.3 de [EGH]).

Selon le cas, on associe & p la représentation de G L3(F,) sur Q, suivante :
G p a C

(A) Vipls,) = Indi, o7 (L1" @ [P @ 1),

(B) V(ply,) = Ind(,2 00 (1" @ Ro([1))

(1,2)(Fp)
(C) V(ply,) = Rs([]°).
Remarquons qu’ici, [.]%, [.]” et [.]° sont vus comme des caractéres de F, [.]Y comme

caractere de F;z et [.]¢ comme caractére de IF;3. Nous sommes maintenant en mesure
de définir I'ensemble des poids locaux prévus :
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Définition 4.4.2. (Ensemble des poids locauzr prévus)
On appelle ensemble des poids locaux prévus de p l'ensemble R(JH(V (pl1,))),

ot V(pl|z,) désigne la réduction d’un réseau stable par I, de V(p|;,) modulo l'idéal

mazimal de Z,, et JH(V (p|1,)) les composantes de Jordan-Hdlder de V(ply,). On
le note W, (play,)-

Maintenant que nous avons défini ’ensemble des poids locaux prévus, nous vou-
drions avoir une description plus explicite de cet ensemble. Pour ce faire, identifions
le groupe de Weyl W3 de G L3 avec Ss3, et définissons :

Définition 4.4.3. Soit (w,pn) € W3 x X*(T3). Notons pn = (u1, o, pi3). On dit
que le couple (w, ) est bon si w est un 3-cycle et si, pour tout i € {1,2,3}, on a

P>+ D4 1t i + plwi) + Pz

Rappelons que, si F'(a,b,c) est un poids de Serre dans 'alcove inférieure, alors
F(c+p—2,b,a—p+2) est un poids de Serre dans I’alcove supérieure noté R(F).
Pour décrire explicitement ’ensemble des poids locaux prévus, il nous faut encore
définir les deux ensembles suivants :

Définition 4.4.4. (Les ensembles A(a,b,c) et C(p))

(1) Soit (a,b, c) un poids restreint local. Notons F' = F(a—2,b—1,¢),ey. On appelle
Ala, b, c) l'ensemble de poids de Serre locauz {F, R(F)} si F' est dans l'alcove
inférieure, l'ensemble {F'} sinon.

(i) On appelle C(p) l’ensemble des poids restreints locaux 1 tels qu’il existe w € Wi
vérifiant que (w,p) est bon et p|;, = 7(w, ).

Nous pouvons maintenant rendre la définition de W, (p|q,, ) nettement plus expli-
cite a4 l'aide de la proposition suivante :

Proposition 4.4.5. (Description explicite de W, (plc,. ))
L’ensemble des poids locaux prévus est

:0|GF U "4
HEC(p)

Pour expliciter encore plus cet ensemble, il sera bien str utile dans la suite de
disposer d’une description détaillée de I’ensemble C(p) :

Proposition 4.4.6. (L’ensemble C(p))
Notons X1(T3) = {(a,b,c) € Z3 Ja—b<p—-1,b—c<p—1}.
(A) Dans le cas (A), sip—1>a>b>c>0, ona

C(p) :{(a,b,c),(b,c,a—p—i—1),(c+p—1,a,b),(c—|—p—1,b,a—p—|—1),
(a,ec,b—p+1),(b+p—1,a,0)}+ (p—1)Z(1,1,1).

32



(B) Dans le cas (B), écrivons d = do + pdy et supposons que a > dy > dy et
a—dy <p—1. On a alors

C(ﬁ) = ({(adeadl)v (dOvdlaa —p+ 1)7 (dl +Dp, a7d0 - 1)7
(dl +p7d0 - 17a_p+ 1)7 (a7d1 + ]-7d0 _p>7 (dO +p7a7d1 — 1)7
(Cl +p— 1,d0,d1), (dg,dl,a - 2p + 2)} N Xl(Tg)) + (p - 1)Z(1, 1, 1)

(C) Dans le cas (C), écrivons e = ey + e1p + eap? el supposons que eg > €1 > e
et eg —ea < p. On a alors

C(IO) = ({(60761762)7 (61 + 1762760 _p)a (62 +p7 €o — 1761)7
(e2+p,e1+1,eg—p—1),(ep,ea+1,e1 —p), (€1 +p,ep,e2 —1)}
NXi(T3)) + (p— DZ(1,1,1).

Les deux propositions précédentes nous permettront dans la suite de déterminer
quels sont exactement les poids de Serre locaux prévus. Maintenant que nous avons
défini '’ensemble WZ;(P‘GFU, ), nous sommes en mesure de passer au probléme global,
c’est-a dire d’introduire 'ensemble de poids de Serre globaux W7 (p) :

Définition 4.4.7. (Ensemble des poids globauz prévus)
L’ensemble des poids globauzx prévus W' (p) est, par définition, I’ensemble de
poids de Serre globauz de la forme ®U|p Ve, 04V, est une représentation de G(k,)

telle que V, 0 1,t € W (pla,, ) pour toute place v de F* divisant p et toute place
de w de F' divisant v.

Comme nous 'avons déja annoncé, I'objectif de ce mémoire consiste & comparer
les ensembles W (p) et W7(p). Cela est intéressant puisque ensemble W (p) est
a priori difficile a calculer, alors que les proposition précédentes fournissent une
méthode simple pour calculer W7(p).

4.5 Ensemble des poids locaux associés & une représentation

Jusqu'ici, nous avons construit des ensembles W (p), W, (pla,. ) et W*(p). Comme
nous l'avons expliqué au début de cette partie, au nom du principe local-global, il
convient de définir pour certaines places w de F' des ensembles Wy, (p) contenant
des poids de Serre locaux associés a p et & w, et qui joueraient un réle analogue a
W (p) dans le contexte local.

Supposons que p soit automorphe de poids Fj, a étant un poids restreint global,
et fixons une place w de F' divisant p. Notons v = w|p+. Par définition, il existe
un sous-groupe ouvert compact U de G(AZYF) x [[,,G(Op+) non ramifi¢ en p
et une partie cofinie P de Py ne contenant que des places ot p est non ramifiée
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tels que, si m désigne Iidéal maximal de T associé & la représentation p, on a
S(U, Fy)m # 0. Comme U est non ramifié¢ en p, on peut écrire U = G(Op+) x U",
olt U est un sous-groupe ouvert compact de G(AZ) X [, Q(OFJ).

Etant donné un Z,-module W muni d’une action de [T, Q(OFJ) telle que G(Op+)
agit trivialement, on appelle S(U", W) I'espace des fonctions f : G(F)\G(A%.) —
W telles que, pour g € G(AY,) et u € U, f(gu) = u, " f(g), o u, désigne la pro-
jection de w sur [T,z Q((’)F:/). Le groupe G(F,) agit sur sur S(U", W) par
(vf)(g) = f(gy) pour v € G(F)) et g € G(AY,). Par conséquent, S(UY, W) est
une représentation de G(F."), mais cette représentation n’est pas continue. Soit

S*m(UY, W) la plus grande sous-représentation continue de S(UY, W). En d’autres
mots :

/

e, w) = Jswr,w)?,
U/

ot la réunion est prise sur les sous-groupes ouverts U’ de U". De cette maniére,
nous disposons d’une représentation continue de G(F,"), ou de GL3(F),) a travers
I'isomorphisme ¢,,. De plus, I’algébre T” agit sur S(U?, W) a travers les opérateurs
de Hecke définis précedemment, et S (U", W) est stable sous cette action. Par
conséquent, T agit sur S*™(U?, W), et cette action commute avec l'action de
GL3(Fy).

Prenons maintenant W = ®v,¢v F,,,, et posons :

S =g (U”, ®F> .

v'#v

C’est un ]PTp—module. Pour V un poids de Serre local que 1'on voit comme repré-
sentation de GLs(k,), on pose :

S(V) = (V @, §)Fre@ru),

Le F,-espace vectoriel S(V) est alors naturellement muni d'une action de T”.
On notera W, (p) (resp. Weenw(p)) 'ensemble des poids de Serre locaux (resp.
’ensemble des poids de Serre locaux génériques) pour lesquels S(V'), # 0.

Remarque 4.5.1. (Attention!)

(i) Contrairement & W) (play, ), Uensemble W, (p) ne dépend pas que de p|g,, -

(i1) L’ensemble Wy, (p) dépend de p et de w mais aussi du choiz d’un poids de
Serre global pour lequel p est automorphe.

Comme nous I'avons déja dit, la stratégie pour comparer les ensembles W (p) et
W¥(p) consistera & comparer préalablement les ensembles W, (p) et W, (pla,.,)-
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5 Quelques rappels de théorie de Hodge p-adique

Dans cette partie, nous allons présenter quelques aspects de la théorie de Hodge
p-adique dont nous aurons besoin dans la suite. Nous ne donnerons pas de preuves
des résultats, puisque ce n’est pas I'objectif de ce mémoire et cela serait beaucoup
trop long. Les références principales dans cette partie sont [BC| et [FO|. Nous uti-
lisons aussi [BM02|, [Bre02|, [FL82] et |[EGH]|.

Tout d’abord, nous tentons de trouver des critéres pour classifier des représenta-
tions galoisiennes sur QQ,. Dans les parties 1 et 2, nous expliquons la construction
de Ianneau des vecteurs de Witt et la construction d'un anneau de caractéris-
tique p parfait. Ces deux constructions seront utilisées de maniére répétée dans la
suite. Ensuite, dans la section 3, nous décrivons le cadre abstrait général qui va
permettre de classifier les représentations. Dans les sections 4 a 7, nous définis-
sons quatre grandes classes de représentations galoisiennes : les représentations de
Hodge-Tate, les représentations de de Rham, les représentations cristallines puis
les représentations semi-stables. Cela est toujours effectué de la méme maniére :
nous construisons un certain anneau particulier et nous appliquons la théorie gé-
nérale de la partie 3 a cet anneau.

Ensuite, nous cherchons a étudier les catégories de représentations ainsi définies : en
particulier, nous nous intéressons a la catégorie des représentations cristallines et a
celle des représentations semi-stables, parce que ces deux catégories se comportent
particulierement bien. En effet, dans la partie 8, on voit qu’elles sont équivalentes
a des catégories relevant de I'algébre linéaire ou semi-linéaire (des catégories d’es-
paces vectoriels munis d’applications semi-linéaires et de filtrations avec certaines
relations de compatibilité).

Dans la partie 9, nous traitons un cas trés particulier des études précédentes : le cas
de la dimension 1, c’est-a dire le cas des caractéres. En particulier, nous donnons
un critére pour qu’un caractére soit semi-stable ou cristallin.

La partie 10 permet de définir une nouvelle classe de représentations, en introdui-
sant une version relative de la semi—stabilité, a savoir la potentielle semi-stabilité.
Aprés, les parties 11 et 12 sont consacrées a expliquer comment la théorie se gé-
néralise a des représentations sur une extension de Q,. Dans la partie 11, on se
penche plutot sur les poids de Hodge-Tate, alors que dans la partie 12, on s’inté-
resse aux structures linéaires associées a une représentation semi-stable. On voit
en particulier que ces structures sont les mémes que celles dans le cas des représen-
tations sur Q, mais munies en plus d’une action du groupe de Galois de ’extension
de Q, considérée.

Dans la suite du mémoire, nous aurons besoin d’étudier des réseaux stables dans
les représentations cristallines ou semi-stables puis de quotienter de tels réseaux. Il
sera donc utile de comprendre quelles sont les structures linéaires correspondantes :
cela fera l'objet des sections 13 (théorie de Fontaine-Laffaille pour les représenta-
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tions cristallines) et 14 (théorie de Breuil pour les représentations potentiellement
semi-stables).

Finalement, la section 15 définit la représentation de Weil-Deligne associée a une
représentation semi-stable, puis dans la section 16, on prouve que si I’on connait
le type d’inertie d’'une représentation potentiellement semi-stable dont on controle
les poids de Hodge-Tate, alors on connait (& un nombre fini de possibilités pres)
la restriction a Uinertie de la représentation (théoréme 5.16.1), résultat qui jouera
un role essentiel par la suite.

5.1 L’anneau des vecteurs de Witt

Références : [FO, sections 0.2.2 et 0.2.3] et [BC, section 4.2].

Fixons un anneau A. Nous rappelons ici la construction de 'anneau des vecteurs
de Witt, qui est a la base de toute la suite.

Définition 5.1.1. Polynémes de Witt
On appelle n-ieme polynome de Witt le polynome

Wi (Xo, .o Xp) = X2+ pXP" 4 p2XE" " 4 4+ "X, € Z[Xo, ..., X,).

Notons X = Xy, X1, Xs,... et Y =Y, Y1, Ys, ... Le lemme suivant est technique
mais fondamental :

Lemme 5.1.2. Pour tout polynome Q € Z[X,Y], il existe une suite unique de
polynomes (Q,) dans Z|X;Y] tels que

Q(Wn(XOa ~-7Xn)7 Wn(YOv 7Yn)) = Wn(QO(&; X)7 Ql(la X)a s Qn(&a X))
De plus, Q, € Z[Xo, ..., X, Yo, ..., Yy ].

Considérons les polynomes S = X +Y et P = XY, et notons (5,,) et (P,) les suites
qui leurs sont associées. Posons W,,(A) = A™ en tant qu’ensemble, et munissons
W, (A) d'une structure d’anneau : pour a = (ag,...,a,—1) €t b = (b, ..., bp—1),
on pose a + b = (Sp(ag,bo), S1(ag, ar,bg,b1), ..., Sn—1(ag, ..., an_1,bo, ..., by—_1)), et
ab = (Py(ag, bo), P1(ao, a1,bo,b1), ..., Po_1(a@o, <oy Gp1, b0, oey bn—1)).

Définition 5.1.3. Vecteurs de Witt de longueur n
L’anneau W, (A) est appelé anneau des vecteurs de Witt de longueur n. C’est
un anneau intégre.

Exemple 5.1.4. (i) On trouve facilement que Sy = Xo + Yo, Py = XoYo, S1 =
X +Y1+§ Z?;ll C’;Xépr_’ et Pp = Y1 X0+ XY +pX1Y1. On vérifie facilement

que (2,0,0,...)(y,0,0,...) = (2y,0,0,...) pour x,y € A. Par contre, il est en
général fauz que (z,0,0,...) + (y,0,0,...) = (z +4,0,0,...).
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(ii) Si A est de caractéristique p, alors p(xo,x1,...) = (0,2f, 2%, ...).

Pour n € N, on dispose d’un morphisme d’anneaux surjectif W, 1(A) — W, (A), (ag, ..., a,) —
(ag, ..., an_1), permettant de définir :

Définition 5.1.5. Anneau des vecteurs de Witt
On appelle lim W, (A) 'anneau des vecteurs de Witt, et on le note W(A).
(—

Muni de la topologie limite projective, c¢’est un anneau topologique.

La construction de 'anneau des vecteurs de Witt est particuliérement intéres-
sante lorsque A est une Fp-algébre parfaite. En effet, dans ce cas, la multipli-
cation par p dans W(A) est donnée par (ag,a,...) — (0,ab,dl,...). Par consé-
quent, elle est injective, on a un isomorphisme W (A)/p"W(A) = W, (A), et donc
W(A) = h;n W(A)/p"W(A). On en déduit que W (A) est un anneau séparé et com-

plet pour la topologie p-adique. De plus, W(A)/pW(A) = A est une F,-algébre
parfaite. On dit alors que W(A) est un p-anneau strict (c¢’est-a dire un anneau
B séparé et complet pour la topologie p-adique tel que B/p est une F,-algébre
parfaite). Gréace a cette observation, on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 5.1.6. (Représentants de Teichmdiller)

Soit A une IF,-algebre parfaite. Il existe une unique section ensembliste [.| : W(A)/pW (A) —
W (A) de la projection naturelle W (A) — W (A)/pW (A) telle que [xP] = [x]P pour

x € W(A)/pW (A). De plus, |.] est multiplicative et vérifie [1] = 1.

Pour définir explicitement 'application [.], considérons z € W(A)/pW (A) et no-
tons 7, € W(A) un relévement de 27", On a alors : [2] = lim 2. On appelle [z]
n—o0

le représentant de Teichmiiller de x. Il est alors immédiat que tout élément de
W (A) s’écrit de maniére unique sous la forme ([0, ]p"™ avec b, € W(A)/pW (A).

Exemple 5.1.7. Nous verrons dans la suite que W(F,) = Z,. Dans F,, le poly-
nome P = XP — X est scindé a racines simples. De plus, tout élément de IF,, est
racine de P. Par conséquent, en appliquant le lemme de Hensel, pour tout v € I,
il existe un unique [x] € Z, qui reléve x et qui vérifie [x]P = [z]. Ce n’est autre que
le représentant de Teichmiiller défini précédemment.

Il est en fait possible de déterminer exactement quels sont les anneaux qui sont de
la forme W (A) pour A une F,-algébre parfaite :

Proposition 5.1.8. (p-anneauzx stricts)
Les p-anneauz stricts sont exactement les anneaux de la forme W(A) pour A une
F,-algébre parfaite.
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L’idée pour établir la propriété précédente consiste 4 montrer que, si B est un
p-anneau strict, alors B et W (B/pB) vérifient la méme propriété universelle dans
une catégorie appelée catégorie des p-anneaur, et donc le lemme de Yoneda permet
de conclure B = W (B/pB).

Nous allons maintenant donner une conséquence importante des considérations
précédentes dans le cadre des corps p-adiques. Considérons K un corps p-adique
de corps résiduel k. Dans ce cas, 'anneau des vecteurs de Witt permet de retrouver
la sous-extension maximale non ramifiée :

Théoréme 5.1.9. (Vecteurs de Witt et corps p-adiques)
Avec les notations précédentes, l'anneau W (k) est 'anneau des entiers de la sous-
extension mazximale non ramifiée de K.

Exemple 5.1.10. Comme nous l’avons déja annoncé précédemment, W (F,) = Z,.

Nous avons rappelé toutes les propriétés importantes dont nous aurons besoin
concernant ’anneau des vecteurs de Witt. Il s’agit maintenant de construire 1’an-
neau A de caractéristique p parfait auquel nous allons appliquer cette construction.

5.2 L’anneau R

Références : [FO, section 4.1] et |BC, sections 4.2 et 4.3].

Soit A un anneau commutatif. On définit alors un anneau parfait de caractéristique

p:

Définition 5.2.1. L’anneau R(A)

L’anneau R(A) est défini comme la limite projective lim A,,, ou, pour tout n € N,
—

A, = A/pA et les fleches de transition sont données par A,y — A, x — aP. Muni
de la topologie limite projective, R(A) est un anneau topologique de caractéristique
.

Ainsi, un élément de R(A) est une suite d’éléments de A/pA. On voudrait relever

cette suite en une suite d’éléments de A. Pour ce faire, il nous faut faire d’avantage
d’hypothéses concernant la topologie p-adique de A :

Proposition 5.2.2. (Autre description de R(A))

Supposons que A soit séparé et complet pour la topologie p-adique, c’est-a dire

que A — lim A/p" A est un isomorphisme d’anneaux. Considérons l'anneau S =
—

{(@™) s 1 2™ € A, (2D = 2} muni de Uaddition (x+y)™ = lim (™™ 4
- m—00
yrmP™ et de la multiplication (zy)™ = 2™y . La réduction modulo p est alors

un isomorphisme d’anneaur S — R(A).
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On peut en fait décrire explicitement le morphisme inverse :

Remarque 5.2.3. (Morphisme inverse)
Soit (2n)n € R(A). Pour tout n, considérons y, € A un relevement de x,, € A/pA.

Le morphisme R(A) — S défini par (v,)n, — (z™), ot 2™ = lim yf,., est
m—0o0

[inverse de isomorphisme décrit dans la proposition.

De cette maniére, dans les hypothéses de la proposition, on peut voir un élément
de R(A) comme une suite d’éléments (z,), de A/pA ou, si 'on préfére, comme
une suite d’éléments (z(™),, de A.

Considérons maintenant un corps p-adique K, et notons C' = K et A = O¢.
L’anneau A est alors automotiquement séparé et complet pour la topologie p-
adique. Dans la suite, on notera toujours R 'anneau R(A), pour ce choix d’anneau
A. On notera aussi k le corps résiduel de K et K la sous-extension maximale non
ramifiée de K/Q,.

Il sera utile de munir R d’une valuation :

Définition 5.2.4. (Valuation de R)
Notons |.|, la valeur absolue de C normalisée de sorte que |p| = p~'. Notons
vp(.) = log, |.|, la valeur absolue associée. On appelle vy Uapplication

R — QU {oo},z — v,(z).

Elle s’étend a Frac(R) par vg(zy™') = vr(x) — vr(y).

5.3 Anneaux (F,G)-réguliers
Références : [FO, section 2.1] et [BC, section 5.

Dans cette partie, nous allons décrire la situation abstraite générale que nous
allons appliquer de nombreuses fois par la suite & des anneaux particuliers, afin
de classifier des représentations du groupe de Galois d’un corps p-adique. On se
donne B un anneau topologique et G un groupe topologique qui agit continiment
par isomorphismes d’anneaux sur B. Soit £ = B¢, et supposons que E soit un
corps. Considérons finalement F' un sous-corps fermé de FE.

Définition 5.3.1. (Anneauz (F,G)-réguliers)

On dit que B est (F,G)-régulier si :

(i) L’anneau B est intégre.

(ii) On a (Frac(B))Y = E.

(111) Pour tout b € B non nul, si g(b) € Fb pour tout g € G, alors b est inversible.
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Considérons maintenant V' une représentation continue de GG sur F' de dimension
finie. En choisissant différents anneaux B, on classifiera les représentations grace
a la définition suivante :

Définition 5.3.2. (Représentations B-admissibles)

On dit que la représentation V' est B-admissible si BQpV est une B-représentation
triviale de G, c¢’est-a dire une B-représentation de G isomorphe a B™ pour un cer-
tain n.

Afin de caractériser autrement les représentations B-admissibles, il convient de
définir le E-espace vectoriel Dp(V) = (B ®p V)¢ ainsi que le morphisme de B-
modules :

ay :BRrp Dp(V) - BRr VAR x — Az.

En effet, le théoréme suivant s’avére particuliérement utile lorsque B est (F,G)-
régulier (et ce sera toujours le cas dans la suite) :

Théoréme 5.3.3. (Caractérisation des représentations B-admissibles)
Supposons que B est (F,G)-régulier. Alors ay est injectif et dimp(Dp(V)) <
dimp(V). De plus, les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation V' est B-admissible.

(i1) Le morphisme injectif vy est un isomorphisme.

(111) On a Uégalité dimg(Dg(V)) = dimp(V).

Nous sommes & présent en mesure de définir différents types de représentations en
choisissant certains anneaux B particuliers.

5.4 Représentations de Hodge-Tate
Références : [FO, section 5.1] et |[BC, sections 2.3 et 2.4].

Considérons un corps p-adique K. Le module de Tate, noté Z,(1) de K est par
définition lim gy (K), ott pyn (K) désigne les racines p™-émes de l'unité dans /. On
%

: : A mod A mod p?
peut le munir d’une action de Z,, par A(xg, ¥1, Tg, ...) = (x) @41 g7 MNP g5 MU )

pour A € Z, et (x;); € Zy(1). Le module de Tate est alors un Z,-module libre
de rang 1. Il est en plus muni d’une action naturelle de Gk : o(zg,z1,...) =
(0(x0),0(21),...) pour 0 € Gk et (z;); € Z,(1). On remarque que, si x : Gx — Z,
est le caractére cyclotomique, on a, pour x € Z,(1) et 0 € Gk, ox = x(o)z. Par
conséquent, nous pouvons écrire Z,(1) = Z,t, ou t est un générateur du module
de Tate, avec une action de G donnée par ot = x(o)t, pour o € Gk.

On peut maintenant définir le module Z,(i) = Z$" pour ¢ > 0 et le module
Zy(i) = Homy, (Z,(—1), Z,) pour i < 0. Ainsi, pour tout i, Z,(i) est un Z,-module
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libre de rang 1 muni d’une action naturelle de Gk, et on remarque que, pour
o€ Gk et x € Zy(i), ox = x'(0)x.

Définition 5.4.1. Anneau de Hodge-Tate
On définit 'anneau de Hodge-Tate par Byr = @;czC (i) = C [t, %] C’est un
anneau topologique gradué.

On peut alors vérifier assez aisément que 'anneau de Hodge-Tate est (Q,, Gk)-
régulier, avec ng = K. Par conséquent, il semble naturel d’utiliser la partie
précédente afin de classifier certains types de représentations a 1’aide de 'anneau
Byr, d’ou la définition :

Définition 5.4.2. (Représentations de Hodge-Tate)

Soit V' une représentation continue p-adique de G . On note Dyp(V) = (Bur®q,
V)95, On dit que V est de Hodge-Tate si V est Byr-admissible, ou, de maniére
équivalente, si dimg Dyr(V) = dimg, V.

On remarque de plus que Dyr(V) = @,z ' Dur(V) ot gr'Dyr(V) = (C(i) ®
V)9 Les poids de Hodge-Tate de V sont alors par définition les entiers i tels
que gr'Dyr(V) # 0, comptés avec la multiplicité dimg, gr'Dyr(V).

5.5 Représentations de de Rham

Références : |[FO, section 5.2] et |BC, sections 4.4 et 6].

Nous allons maintenant nous intéresser a 'anneau W (R). Comme nous I’avons déja
vu, un élément x = (xg, 21, T9, ...) € W(R) peut étre interprété de deux maniéres :

on peut écrire x,, = (T )r avec Ty, € Oc/p et x| = T, Ou bien on peut

écrire x,, = (x%))r avec 1) € O¢ et (xS{H))p = 2. On a alors un morphisme

W(R) = Wo(Oc/p),x = (Tons T1ms s Tn—1n), €t les morphismes ainsi obtenus
rendent le diagramme suivant commutatif :

Wn+1(OC/p)

/ \Lfn3(x07-~-’mn)H(x87~~~7x7pL1)

W(R) —— Wy(Oc/p)
On vérifie alors que W (R) = lim W,,(O¢/p) o les fléches de transition sont les f,.
«—

On peut maintenant considérer les morphismes d’anneaux
W1 Wiai1(Oc) = Oc/p", (xg, ..y xp) —= Wi(zo, ..., )

Up : Wn+1(OC’) - WH(OC/p>7 (:E(b 7xn> = ('r_Ou 7m)
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On remarque que Ker(v,) € Ker(wp41). Il existe donc un unique morphisme
d’anneaux 0,, : W,,(O¢/p) — Oc/p" tel que wn+1 = v, 0 6,. On remarque immeé-

diatement que 6,,(Tg, ..., Tn_1) = D 1 01 pla:p pour (g, ..., p—1) € O¢. On dispose

donc d’un diagramme commutatif :

W1 (Oc /p) ™= Oc /p*!

g |

Wa(Oc/p) —— Oc/p"

En prenant la limite projective, nous obtenons ainsi un morphisme d’anneaux
0 : W(R) — O¢. Nous pouvons alors décrire explicitement ce morphisme via le
lemme suivant :

Lemme 5.5.1. (Le morphisme 0)
Soit x = (xg, 21, ...) € W(R), avec x,, € R. Notons x,, = (x%))oo, avee 2 € Oc.

Alors O(z) = 37,54 .
La proposition suivante permet de déterminer le noyau de 6 :

Proposition 5.5.2. (Noyau de 0)
Soit w € R tel que @w®) = —p, et notons £ = (w,1,0,0,...). Alors 0 est surjective
et son noyau est l'idéal engendré par §. De plus, (1,5 q(Ker(0))" = 0.

On remarque immédiatement que 6 s’étend continiment en 6 : W (R) [ﬂ — C.

L’extension est toujours surjective, et son noyau est 'idéal EW (R) Ll)] Nous pou-
vons a présent définir 'anneau de de Rham :

Définition 5.5.3. (Anneau de de Rham)
1
L’anneau de de Rham est, par définition : Bj, = lim W (R) [—} /(Ker(0))" =
— p

1
lim W (R) [2;] J(&)". C’est le completé de W(R) [ﬂ pour la topologie Ker(0)-
“—
adique. On appelle By le corps des fractions de Bl

On remarque immédiatement que Bj, est un anneau de valuation discréte de

corps résiduel C, et que W(R) B] s'injecte dans BJ,. Comme C' contient K et

comme K / Q, est séparable, le lemme de Hensel permet de construire une injection
K — BdR, de sorte que nous pouvons voir K comme un sous-anneau de B,
De plus, en notant Fil'Byr = (Ker(0))'Bjg, on obtient une filtration de Byg.
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1
p

de Gk sur Bjj, et sur Byg. Afin d’étudier cette action, on considére € € R tel que

€ =1 et e £ 1. On remarque [¢] — 1 € Ker(f). Par conséquent, la série t =

logle] = Zn>1(—1)”“w converge dans BJ,. On observe immédiatement que

t € Fil'Byg. La proposition suivante établit en fait que ¢ est une uniformisante :

L’action de G sur W(R) [ } laisse Ker(0) invariant, d’ou une action naturelle

Proposition 5.5.4. (Uniformisante de B},
L’élément t n’appartient pas a Fil*Byg et est donc une uniformisante de Bjp.

Cette uniformisante est trés utile pour comprendre 'action de G g sur Byg. En effet,
pour o € Gk, on peut montrer que ot = x(0)t, et donc Fil'Byr = Bj,(i). Ainsi,
si 'on note gr'Byg = Fil' Bar/Fil™™ Bag et grBar = @,y 81" Bar, on obtient que
gI‘BdR = @z C(Z), d’ou :

Proposition 5.5.5. (Anneaur de Hodge-Tate et de de Rham)
On a gT'BdR = BHT-

Par conséquent, toute I'information de 'anneau Byt est contenue dans Bgg.

Jusqu’ici, nous avons construit un anneau intégre topologique Byr muni d’une
action continue de Gk, tel que ng = K. Comme Bygr est un corps, cela im-
pose automatiquement que Byg est (Q,, Gk )-régulier. Nous pouvons donc appli-
quer la théorie générale des représentations admissibles que nous avons dévelop-
pée précédemment. Pour V représentation p-adique continue de G'i, on pose donc
DdR(V> = (BdR ®Qp V)GK et on définit :

Définition 5.5.6. (Représentations de de Rham)
On dit que V' est de Rham si V' est Byr-admissible.

Rappelons que Byg posséde une filtration décroissante Fiil'(Byg) telle que | J,o,, Fil'(Bar) =
Bar et (Niez Fil'(Bgr) = 0. Par conséquent, le K-espace vectoriel Dgr(V) posséde

une filtration décroissante exhaustive et séparée Fil'(Dar(V)) = (Fil' (Bar) Qq,

V)% 11 semble alors naturel d’introduire la catégorie des K-espaces vectoriels

filtrés :

Définition 5.5.7. (Espaces vectoriels filtrés)

On note Filk la catégorie des K-espaces vectoriels D de dimension finie munis
d’une filtration (Fil'(D));cz décroissante, exhaustive et séparée. Un morphisme
d’espaces vectoriels filtrés est une application linéaire qui respecte les filtrations.

On remarque immédiatement que cette catégorie admet des noyaux et des co-
noyaux, mais n’est pas abélienne. Par exemple, considérons les modules filtrés D
et D’ définis comme suit : D = D’ = K, avec les filtrations Fil'D = K si i < 0
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et Fil'D = 0sii >0, Fil'D' = K sii <1et Fil'D' = 0sii > 1. L’identité
Id : D — D’ est un morphisme d’espaces filtrés. Son noyau et son conoyau sont
nuls, mais elle n’est pas un isomorphisme, donc F'il n’est pas une catégorie abé-
lienne.

On peut cependant définir une notion de suite exacte, ainsi qu’un produit tensoriel
et un dual :

Définition 5.5.8. (Suites exactes courtes, produits tensoriels, duaux)

(1) On dit que
0—>D =D pr—>0
est une suite exacte courte d’espaces filtrés si pour tout i € 7Z, la suite
d’espaces vectoriels

0— PiliD! —= piiiD —2= piii D" —=0

est exacte.

(ii) Soient D et D' deuz espaces filtrés. On note D @ D' lespace filtré qui est
D ®k D' en tant qu’espace vectoriel, muni de la filtration Fil'(D ® D') =
> i Fill D @k Fil/' D',

(111) Soit D un espace filtré. On note D* l'espace filtré qui est L (D, K) en tant
qu’espace vectoriel, muni de la filtration Fil'D* = (Fil=""1 D)+,

Nous disposons d'un foncteur Dyg = Repd(Gx) — Fily, ot Repgl(G) désigne
la catégorie des représentations p-adiques de G qui sont de de Rham. Ce foncteur
posséde les propriétés importantes suivantes :

Théoréme 5.5.9. (Propriétés du foncteur D,g)
Le foncteur Dgg est exact et fidéle, et est compatible avec les produits tensoriels et
la dualité.

Ce sont bien évidemment de bonnes propriétés du foncteur Dyg, mais nous sommes
insatisfaits, parce que Dyr n’est pas pleinement fidéle, et donc ne permet pas
d’établir une équivalence de catégories entre les représentations p-adiques de G g
de de Rham et une sous-catégorie pleine de Filg. C’est pourquoi nous allons
introduire dans la suite des anneaux avec des structures plus fines que Byg. Mais
avant cela, étudions les liens entre les représentations de de Rham et celles de
Hodge-Tate.

Soit V' une représentation p-adique de Gi. On a alors des suites exactes :

0— FiliJrleR — FZlZBdR — C(’l) —0
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0— Fili+leR ®Qp V — FZZZBdR ®Qp V — O(Z) ®Qp V=0
0 — Fil "' Dyr(V) = Fil' Dar(V) — (C(i) ®q, V)%
Dong, si I'on pose gr'Dyg(V) = Fil'Dyg(V)/Fil'™ Dar(V), alors :

P er'Dar(V) = @(Cli) @, V) = Dyr(V).

iE€EZ €L

En notant grDsr(V) = @, 8'Dar(V'), on obtient facilement le théoréme sui-
vant :

Théoréme 5.5.10. (De Rham tmplique Hodge-Tate)
On a toujours une inclusion grDqr(V') = Dyr(V). SiV est de de Rham, alors V
est de Hodge-Tate, et grDar(V') = Dypp (V).

Il est alors naturel de se demander s’il existe des représentations de Hodge-Tate
qui ne sont pas de de Rham. La réponse est oui, mais c’est nettement plus difficile
a établir. Pour ce faire, on peut montrer qu’il existe une représentation p-adique V'
de Gk qui est une extension non triviale de Q,(1) par Q,, puis que cette extension
V est de Hodge-Tate mais pas de de Rham.

Tentons maintenant d’améliorer notre anneau de périodes B,r pour obtenir des
équivalences entre des catégories de représentations et des catégories provenant de
I’algébre linéaire.

5.6 Représentations cristallines

Références : [FO, sections 6.1 et 6.3 et [BC, section 9.1].

Introduisons de nouveaux anneaux de périodes :

Définition 5.6.1. (Anneauzx cristallins)

(i) On appelle A° .. le sous-anneau de W(R) [ﬂ engendré par W(R) et les %
pour a € Ker(0). Autrement dit, A°,,, = {>°~ 0Tt N € N,a; € W(R)}.

cris

(1) On appelle Ais anneau hm Agm/p C’est un anneau p-adiquement séparé

et complet : c’est la completwn de AY . pour la topologie p-adique.

(iii) On appelle B} .. Uanneau A [l

ik

cris
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En fait, A% . A..is et B, sont stables pour Paction de Gk, et on peut prouver

que 'on a un diagramme commutatif :

B+

o \

A

Acris(—> B;R

J

A L W(R) []13]

cris

compatible avec laction de Gg. De plus, 'image de A..;s dans B;R est I’ensemble
des > 07 Oan ; pour a, une suite de W(R) qui converge p-adiquement vers 0, et

image de B,  est I'ensemble des Y - an ; pour a, une suite de W (R) L—l)] qui

cris
converge p-adiquement vers (. Rappelons que nous avons introduit un élément de
B, défini par t = > w Il est alors assez aisé de prouver que t appartient
a A.is et que tP~1 appartient & pA..is, et donc on peut définir :

Définition 5.6.2. (L’anneau B,.;)

On appelle B..;s le sous-anneau Agp;s [%] de Bgr. C’est en fait aussi 'anneau
1

B;:zs [_}

Afin d’établir des équivalences entre certaines catégories de représentations galoi-

siennes et certaines catégories provenant de 'algébre linéaire, il est fondamental

de munir B..;; d’'un Frobenius. Nous disposons de 'automorphisme de Frobenius

de W(R) : ¢ : (ag,ay,...) — (ag,al,...). Il est clair qu’il existe n € W(R) tel que

(&) = &P + pn, et nous pouvons alors étendre ¢ a A% . en posant

cris

¢ (g—m) = p—m, (77 +(p— 1)!5—7) € Adyis-
m! p!

m)!

On peut ensuite prolonger ¢ a A..;s par continuité, puis & B, en posant ¢ (%) =

5. On remarque de plus que ¢(t) = pt, et donc on peut étendre ¢ & B,.;s en posant

10) (%) = z%t' On peut finalement vérifier que ¢ commute avec I'action de Gg. Le
morphisme d’anneaux ¢ : B..;s — B..s est appelé le Frobenius, et il est possible

de prouver que ¢ est injectif.

Dans toute la suite de cette section, nous noterons K la sous-extension maximale
non ramifiée de K/Q, et ¢ le Frobenius de K. Afin de définir des représentations
cristallines, c’est-a dire B,,;s-admissibles, il nous faut la propriété fondamentale
suivante :
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Proposition 5.6.3. (Régularité de B.;s)

L’anneau B, est (Q,, Gx)-régulier, avec (Be.s)% = (BL,,)9% = K,.

cris
Considérons maintenant V' une représentation p-adique de G . Notons D..;s(V) =
(Beris @q, V)Cx et définissons :

Définition 5.6.4. (Représentations cristallines)
On dit que V est cristalline si elle est B..;s-admissible.

Remarquons que D..;s(V) est un Ky-espace vectoriel de dimension finie, qui est
muni d’un endomorphisme -semi-linéaire bijectif induit par Be,s®q,V — Beris®q,
V,b@v — ¢(b) ®@v. De plus, De.is(V) @k, K est muni d’une filtration décroissante,
exhaustive et séparée : Fil'(Dgis(V) @y K) = (Deris(V) @y K) N Fil'(Dgr(V)).
Il est donc naturel d’introduire la catégorie :

Définition 5.6.5. (Catégorie des ¢-modules filtrés)

Un ¢-module filtré sur K est un Ky-espace vectoriel D de dimension finie muni
d’un endomorphisme p-semi-linéaire ¢ - D — D et d’une filtration (Fil'(Dk))iez
de D = D ®k, K décroissante, exhaustive et séparée. L’endomorphisme ¢ est ap-
pelé le Frobenius. Un morphisme D — D’ de ¢p-modules filtrés est une application
Ky-linéaire f : D — D' compatible avec les Frobenius et telle que fr : D — D'y
est compatible avec les filtrations. Cela définit une catégorie que [’on notera MF;?

La catégorie des ¢-modules filtrés est additive (mais pas abélienne). On voit immé-
diatement que D..;s est un foncteur de Repgjs(G k), catégorie des représentations

p-adiques cristallines de G, dans M F' f; Ce foncteur est fondamental puisqu’il va
cris

permettre d’établir une équivalence de catégories entre Rep()'*(G) et certaines
catégories provenant de 1’algebre linéaire. Voici un premier résultat dans ce sens :

Proposition 5.6.6. (Propriétés du foncteur D)
Le foncteur D, : Repgf(GK) — MF}? est exact et pleinement fidele.

Afin d’établir une équivalence de catégories, il nous faut déterminer I'image essen-
tielle de D..;s. Mais avant de traiter ce probléme, nous allons définir un anneau de
périodes de plus et introduire les représentations semi-stables.

5.7 Représentations semi-stables

Références : [FO, section 6.1 et 6.3] et [BC, section 9.2].

Dans cette section, nous allons construire ’anneau de périodes B,;. Pour ce faire,
nous avons d’abord besoin de définir un logarithme. Rappelons que nous disposons
d’une valuation vg sur Frac(R). Nous pouvons donc poser U = {z € R : vg(z —
1) >0} et Uy = {x € R: vg(x — 1) > 1}. On définit alors le logarithme en trois
étapes :
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(i) Pour z € U, on pose logz = S22 (1) B e g o
(ii) Pour z € Uy, on peut trouver m € N tel que zF" € U}, et Pon pose alors
log[xpm]
pm —
(iii) Rappelons que R* = k x Up. Pour # € R*, on écrit alors & = ay avec

logx =

a ek etye U, puison pose logz = logy.
Rappelons que nous disposons d’un élément @w € R* tel que w® = —p. Par
conséquent, log @ est bien défini. On peut donc introduire 'anneau de périodes :

Définition 5.7.1. (L’anneau B;)
On appelle By la sous-Be.;s-algeébre de Byr engendrée par log w.

La sous-algébre By, de Byg est alors stable sous I'action de G, puisque log(gw) =
log @ + x(g)t pour g € Gk, ou t = loge avec € € R tel que € = 1 et V) #£ 1.
Le théoréme suivant permet de mieux comprendre la structure algébrique de By,
ainsi que l'action de Gk :

Théoréme 5.7.2. (Propriétés de By;)

(i) Le morphisme de Be.is-algébres Be.is[X| — B qui envoie X sur logw est un
1somorphisme.

(ii) On a Frac(By)“< = BS* = K,.

(i1i) L’application K-linéaire naturelle K @k, Bs — Bar est injective.

Encore une fois, afin de donner des équivalences entre des catégories de représen-
tations galoisiennes et des catégories provenant de 'algébre linéaire, nous devons
munir By de deux structures supplémentaires : un Frobenius et un opérateur de
monodromie.

Rappelons que nous avons déja construit un Frobenius ¢ sur B,,;s. Le Frobenius
sur By, est alors par définition le morphisme d’anneaux B, — By qui étend ¢ et
qui envoie log w sur plogw. On le note toujours ¢. On peut alors prouver que ¢
commute avec l'action de G et est injectif.

Définissons maintenant 'opérateur de monodromie :

Définition 5.7.3. (Monodromie)
L’opérateur de monodromae de B, est l'unique Be.is-dérivation N de By telle
que N(logw) = —1. Plus explicitement,

N <Z b, (log w)") =— Z nb, (log @)™t

Comme B..;s[X] = By, la monodromie est surjective et son noyau n’est autre que
B..;s, d’ou une suite exacte B..;;-modules :

00— Bcris Bst s Bst 0

48



De plus, il n’est pas difficile de prouver les relations suivantes de compatibilité de
la monodromie avec ’action de G et avec le Frobenius :

Proposition 5.7.4. (Compatibilité de la monodromie)
On a gN = Ng pour g € G et No = ppN.

A Tl'aide du théoréme 5.7.2 il est possible de montrer que By; est (Q,, G )-régulier.
Etant donnée une représentation p-adique V de G, il est alors naturel de poser
Dy (V) = (By ®q, V)9 et de définir :

Définition 5.7.5. (Représentations semi-stables)
On dit que V' est semai-stable si elle est By -admissible.

Considérons V' une représentation p-adique quelconque. D’aprés le théoréme 5.7.2,
on sait que K ®g, Bs; — Bgr . Par conséquent :

K@, Dt(V) = K@k, (Ba®g,V)™ = (K®x,Bst)®q,V )" < (Bar®q, V) = Dar(V).
Si V est semi-stable, alors dimg, Dy (V) = dimg, V, d’oti :

dimg Dyp(V) < dimg, V = dimg (K ®gk, V) < dimg Dgr(V),
et dimg Dyr(V) = dimg, V. On en déduit que :

Proposition 5.7.6. (Semi-stable implique de Rham)
Si V' est semi-stable, alors V' est de Rham, et Dyp(V) = K ®p, Dg(V).

Il y a aussi un rapport entre les représentations semi-stables et les représenta-
tions cristallines. En effet, soit V' une représentation p-adique de Gi. Comme
Beris = Ker(N : By — Bg), on a De.is(V) = Ker(N : Dg(V) — Dg(V)). Par
conséquent, si V' est cristalline, alors V' est semi-stable et on a D..;s(V) = Dy (V) :
cet isomorphisme, a priori de Ky-espaces vectoriels, est en fait un isomorphisme
dans MF;é Réciproquement, si V' est semi-stable et N = 0 sur Dg(V), alors
Deis(V) = Dg (V') et V est cristalline. On en déduit :

Proposition 5.7.7. (Cristalline implique semi-stable)
Une représentation p-adique V' de G est cristalline si, et seulement si, V' est semi-

stable et la monodromie est nulle sur Dy (V). De plus, dans ce cas, De.is(V) =
Dy(V) dans MF}.

Etudions maintenant le Ky-espace vectoriel de dimension finie Dy (V') pour V une
représentation p-adique quelconque. Nous savons que B, est muni d’un Frobenius
et d’'une monodromie. Nous pouvons donc définir un Frobenius et une monodromie
sur By ®q, V' par :

P(b@v) = d(b) @ v, N(b@v) = N(b) @ 0.
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De cette maniére, ¢ et N commutent clairement avec l'actions de Gi, et N¢ =
poN. Par conséquent, Dy (V) est un Ky-espace vectoriel de dimension finie stable
par ¢ et N sur lequel ¢ est bijectif (puisque le Frobenius sur By est injectif). De
plus, Du(V) ® KoK C Dyr(V) est muni d’une filtration décroissante, exhaustive
et séparée : Fil'(Dy(V) @k, K) = (Du(V) @k, K) N Fil'(Dgr(V)). 1l est donc
naturel d’introduire la catégorie des (¢, N)-modules filtrés :

Définition 5.7.8. (Catégorie des (¢, N)-modules filtrés)

(A) Un (¢, N)-module sur Ky est un Ky-espace vectoriel D muni de deux appli-
cations ¢, N : D — D telles que :
(i) ¢ est semi-linéaire par rapport au Frobenius ¢ sur K.
(i) N est une application Ky-linéaire.
(i1i) N¢ = poN.
On dit que ¢ est le Frobenius sur D, et que N est la monodromie.
Un morphisme D — D' de (¢, N)-modules sur K est une application K-
linéaire qui commute avec ¢ el avec N.

(B) Un (¢, N)-module filtré sur K est un (¢, N)-module D sur Ky, muni d’une
filtration décroissante, exhaustive et séparée de D = D R, K.
Un morphisme f : D — D' de (¢, N)-modules filtrés est un morphisme de
(¢, N)-modules tel que fx : D — D' est compatible avec les filtrations. On
notera MF[‘?’N la catégories de (¢, N)-modules filtrés sur K.

On remarque immédiatement que la catégorie des (¢, N)-modules sur K est abé-
lienne, et que la catégorie des (¢, N)-modules filtrés sur K est additive (mais pas
abélienne). On voit immédiatement que D,.;s est un foncteur de Reprfp(G K), caté-

gorie des représentations p-adiques semi-stables de Gk, dans MF;?’N. Ce foncteur
est fondamental puisqu’il va permettre d’établir une équivalence de catégories entre
Reprfp (G k) et certaines catégories provenant de I’algébre linéaire. Voici un premier
résultat dans ce sens :

Proposition 5.7.9. (Propriétés du foncteur D..;s)
Le foncteur D : Repgp(GK) — MF;; est exact et pleinement fidéle.

Afin d’établir une équivalence de catégories, il nous faut déterminer 'image es-
sentielle de Dy C’est ce probléme que nous traitons dans le section suivante, en
introduisant des modules filtrés admissibles.

5.8 Admissibilité des modules filtrés et équivalences de ca-
tégories

Références : [FO, sections 6.4 et 6.5.2] et [BC, sections 8 et 9.3].
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Dans cette partie, nous allons déterminer les images essentielles de D.,.;s et de Dg;.
Pour ce faire, nous allons introduire deux entiers associés a un ¢-module filtré D :
tn(D) et tg(D). Ces deux entiers vont nous permettre de relier le Frobenius et la
filtration d’un ¢-module filtré. Les indices N et H désignent ici Newton et Hodge.
Soit D un ¢-module filtré sur K de dimension finie sur lequel ¢ est bijectif. Pour
i € Z, on note gr'Dy = Fil'(Dg)/Fil""(Dg). On définit alors :

tu(D) = ZidimK(griDK).
i€z
Cet entier, appelé nombre de Hodge, ne dépend bien évidemment que de la
filtration de Dp.

Remarque 5.8.1. (Polygone de Hodge)

Au module filtré Dy, on peut associer un polygone convezre dans le plan comme
suit. Notons iy < iy < ... < i, les indices i € Z tels que gr* Dx # 0. En partant de
lorigine (0,0) et en se déplacant vers la droite, on dessine les uns a la suite des
autres r-segments de pentes successives iy, ...,1, el lels que leurs projections sur
laze des abscisses soient de longueurs successives dimg ¢r'* Dy, ..., dimg gr'" D
L’extrémité du dernier segment ainsi dessiné a pour abscisse dimg Dy et pour
ordonnée ty (D).

Fixons maintenant une base de D sur Ky, et soit A la matrice de ¢ dans cette
base. Il est clair que, comme ¢ est semi-linéaire, le déterminant de A dépend du
choix de la base. Par contre, sa valuation p-adique n’en dépend pas. On pose donc
tn(D) = vy(det A). Cet entier, que I'on appelle nombre de Newton, ne dépend
que du Frobenius de D.

Remarque 5.8.2. (Polygone de Newton)
Notons q = p" = |k|. L’application ¢" : D — D est alors Ky-linéaire, et on peut

donc parler de ses valeurs propres. L’ensemble des Zp((;\)) pour X\ wvaleur propre de
D

¢" est appelé 'ensemble des pentes de D (attention, les pentes sont comptées avec
multiplicités). On peut alors associer & D un polygone convexe dans le plan comme
sutt. Sotent A\ < Ao < ... < A les pentes de D ot s = dimg, D. En partant de
lorigine (0,0) et en se déplacant vers la droite, on dessine les uns a la suite des
autres s-segments de pentes successives \i, ..., \s et tels que leurs projections sur
l'axe des abscisses soient toutes de longueur 1. L’extrémité du dernier segment
ainsi construit a pour abscisse s = dimg, D et pour ordonnée ty (D).

Nous avons donc construit deux entiers qui sont associés a un ¢-module filtré, I'un
d’entre eux dépendant de la filtration et 'autre du Frobenius. Remarquons aussi
que les quantités ty (D) et t(D) sont aussi définies pour un (¢, N)-module filtré.
Afin de décrire les images essentielles des foncteurs D..;s et Dy, il convient de
définir la notion de (¢, N)-module filtré faiblement admissible :
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Définition 5.8.3. ((¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles)

Soit D un (¢, N)-module filtré sur K. On dit que D est faiblement admissible

si D est de dimension finie, le Frobenius ¢ est bijectif, ty(D) = tn(D) et, pour

tout sous-(¢, N)-module filtré D" de D, ty(D') < tn(D'). Les (¢, N)-modules fil-

trés faiblement admaissibles forment une sous-catégorie pleine de MF;?’N, que 'on
é,N,ad

notera M F """,

Bien évidemment, on peut définir de la méme maniére un ¢-module filtré fai-
blement admissible : c¢’est tout simplement un (¢, N)-module filtré faiblement
admissible pour lequel N = 0. On notera M F' j’?ad la catégorie des ¢-modules filtrés
faiblement admissibles sur K.

Rappelons maintenant que D, : Repngs(GK) — MF}? et Dy : Repap(GK) —
MF f;’N sont deux foncteurs pleinement fidéles. Nous disposons aussi des deux
foncteurs suivants :

Viris : MFg — Repg, (Gk)
D+ {0 € Bepis @, D : ¢(v) = 0,0 @1 € Fil°(Bepis @, D @5, K)}

Vi : MFPY — Repg, (Gk)
D {v€ By ®k, D:¢(v) =v,Nw) =0,v®1 € Fil’(By @, D @k, K)}

Nous pouvons a présent préciser 'image essentielle des foncteurs D..;s et Dy :

Théoréme 5.8.4. (Equivalences de catégories)

(i) Si'V est une représentation p-adique cristalline de G, alors De..s(V) est un
¢-module filtré faiblement admissible sur K.

(i) Si D est un ¢-module filtré faiblement admissible sur K, alors V..;s(D) est
une représentation cristalline de Gg.

(11i) Le foncteur D : Rep&fs(GK) — MF;;’“d est une équivalence de catégories
de quasi-inverse V..

(iv) Si'V est une représentation p-adique semi-stable de G, alors Dg (V') est un
(¢, N)-module filtré faiblement admissible sur K.

(v) Si D est un (¢, N)-module filtré faiblement admissible sur K, alors Vg (D) est
une représentation semi-stable de G.

(vi) Le foncteur Dy : Repg (Gk) — MFPN est une équivalence de catégories
de quasi-inverse V.

Ce théoréeme important a été démontré par Pierre Colmez et Jean-Marc Fontaine
en 2000.
Pour terminer, remarquons que nous avons aussi des versions contravariantes de
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ces équivalences de catégories. En effet, définissons les foncteurs contravariants
suivants :

sk
Dcris

:Repg, (Gk) — MFy
Vi Homg, (V, Beris)
i MFR — Repg, (Gk)
D — Homy(D, Beris) N Hompiy(Dk, Bar)
D%, :Repg,(Gg) — MFRY
D — Homg, (V, Bs)
Vi MFRYN — Repg,(Gk)
D — Homy n(D, Beris) N Hompy(Dy, Bar)
Comme on a D*, (V) = Duis(V*), VE. (D) = Viis(D*), D5(V) = Dy(V*) et

cris cris

V(D) = Vi (D*), on a alors le corollaire suivant :

Corollaire 5.8.5. (Anti-équivalences de catégories)

(i) Si'V est une représentation p-adique cristalline de G, alors D%, (V) est un
o-module filtré faiblement admissible sur K.

(i) Si D est un ¢-module filtré faiblement admissible sur K, alors V..
une représentation cristalline de G.

(iii) Le foncteur Dy, : Repg’(Gr) — MPF2 est une anti-équivalence de caté-
gories de quasi-inverse V. .

(iv) Si'V est une représentation p-adique semi-stable de G, alors D (V') est un
(¢, N)-module filtré faiblement admissible sur K.

(v) Si D est un (¢, N)-module filtré faiblement admissible sur K, alors V(D) est
une représentation semi-stable de G.

(vi) Le foncteur D, : Repg (Gx) — MFSN est une anti-équivalence de catégo-
ries de quasi-itnverse V.

(D) est

5.9 Caractéres

Référence : [BC, sections 6.3 et 9.3].

Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés des caractéres de G : a
quelles conditions sont-ils semi-stables ou cristallins ? Pour ce faire, il convient de

comprendre que, pour étudier les propriétés d’une représentation de G, il suffit
de connaitre sa restriction au sous-groupe d’inertie :
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Proposition 5.9.1. (Semi-stabilité et restriction au sous-groupe d’iner-

tie)

Soit K' une extension de K contenue dans C. On suppose de plus que K' est un

corps de valuation discréte complet. Soit V' une représentation p-adique de G .

(i) L’application naturelle Dar(V) ®@x K' — Dgr(Vlg,,) est un isomorphisme
dans Fily:.

(ii) La représentation V de G est de de Rham si, et seulement si, la représenta-
tion Vlg,, de G lest.

(i1i) Supposons maintenant que K' = I/(E’, et on note K| la sous-extension maxi-
male non ramifice de K'. L’application naturelle Dy(V) @k, Ky = Da(V|a,.,)
est un isomorphisme dans MFY.

(iv) On suppose toujours que K' = K. Ia représentation V de Gy est semi-
stable si, et seulement si, la représentation Vg, , de Ggr = Ix = Gal(K/K"™)
lest.

En utilisant la proposition précédente pour remplacer K par Knr , Ol prouve que :

Proposition 5.9.2. (Caractéres)

Soit x : G — Q) un caracteére continu. Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes :

(i) x est semi-stable.

(ii) x est cristallin.

(1i1) il existe n € Z tel que x ® Q,(n) est non ramifié.

De plus, dans (iii), n est le poids de Hodge-Tate de x.

5.10 Représentations potentiellement semi-stables

Références : [FO, section 6.5.1] et [BC, section 9.3].

Nous allons introduire une derniére classe de représentations galoisiennes qui élar-
git la définition des représentations semi-stables.

Définition 5.10.1. (Représentations potentiellement B-admissibles)

Soit B une Q,-algébre munie d’une action de Gi. Supposons que B est (Q,, Gk/)-
régulier pour toute extension finie K' de K. On dit que V est potentiellement
B-admissible s’il existe une extension finie K’ de K telle que V' est B-admissible
en tant que représentation de G:.

La condition sur B décrite dans la définition précédente est satisfaite par les an-
neaux By, Byr et By. 1l se trouve que pour les anneaux Byr et Byg, la notion
de potentielle admissibilité est peu intéressante, puisque :

o4



Proposition 5.10.2. (Potentielle admissiblité)
Pour B = Byt ou Byg, une représentation p-adique est potentiellement B-admissible
si, et seulement si, elle est B-admissible.

Par contre, pour B = By, la potentielle admissibilité est nettement plus intéres-
sante, d’otl la définition :

Définition 5.10.3. (Représentations potentiellement semi-stables)
On dit qu’une représentation p-adique de G est potentiellement semi-stable
st elle est potentiellement Bg-admissible.

Si V est une représentation potentiellement semi-stable de Gx, alors V' est poten-
tiellement Bygr-admissible, et donc V' est de Rham. La réciproque est vraie, mais
est un théoréme trés profond dia au travail de Laurent Berger en 2002 pour le
ramener a une conjecture de la théorie des équations différentielles p-adiques (la
conjecture de Crew) et aux travaux de Yves André (2002), Zoghman Mebkhout
(2002) et Kiran Kedlaya (2004) pour prouver la conjecture de Crew elle-méme :

Théoréme 5.10.4. (Conjecture de la monodromie p-adique)
Une représentation de Gk est potentiellement semi-stable si, et seulement si, elle

est de de Rham.

Pour résumer, nous avons les implications suivantes :

Cristalline = Semi—stable = Pot. semi—stable < De Rham = Hodge—Tate.

5.11 Coeflicients dans une extension de Q,

Soit E une extension finie de Q, de degré d. Soit V' une représentation de G
sur I/ de dimension finie. On peut alors voir V' comme une représentation de Gg
de dimension finie sur Q,. On dira que V' est de Hodge-Tate, de de Rham,
potentiellement semi-stable, semi-stable ou cristalline si elle ’est en tant
que représentation de Gx sur Q.

Soit maintenant V une représentation de Hodge-Tate de dimension n sur F et
supposons que E contienne la cloture normale de K dans K. Remarquons main-
tenant que Dyp(V) est un K ®gq, -module. Pour chaque 0 € Hom(K, E), on pose
DHT,J(V> = DHT<V)®K®QPE,U®IdE- AiHSi, on a DHT(V) = @O’GHG?’H(K,E) DHT,U(V>-
De plus, si I'on pose Fil'(Dyr,(V)) = Fil'(Dyr(V)) OKeq, Bocld £, on ob-
tient que Fil'(Dur(V)) = Dyeprom.p) Fil'(Duro(V)). On note alors HT, (V')
'ensemble des entiers i € Z tels que gri(V) # 0 comptés avec la multiplicité
dimg gr'(Dyr(V)), de sorte que I'ensemble des poids HT(V) que nous avons
défini précédemment (en voyant V' comme un Q,-espace vectoriel) est égal a
I'ensemble |J, HT,(V') ot la multiplicité de chaque élément a été multipliée par
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[E : Q). Comme il n’est pas intéressant de conserver ces répétitions, nous ap-
pellerons ensemble des poids de Hodge-Tate de V' I'ensemble |J, HT,(V) (avec
multiplicités) et nous le noterons HT'(V).

5.12 Représentations potentiellement semi-stables & coeffi-
cients dans des extensions de Q,

Référence : |[EGH, section 3.1].

Supposons que K est une extension finie de Q,. Soient £ une extension finie de
Q, contenant la cloture normale de K et K’ un corps intermédiaire de K/Q, tel
que K/K' est une extension galoisienne. Notons ¢ le Frobenius de K.
Considérons V' une représentation potentiellement semi-stable de Gxs sur E, qui
devient semi-stable sur G. Dans ce cas, on sait que D% (V) = Homg, (V, Bst)
est un (¢, N)-module filtré sur K. Mais on remarque immédiatement que D%, (V)
posseéde une structure plus riche : d'une part, D% (V) est un K, ®q, £-module et
la filtration est constituée de K ®gq, L-modules; d’autre part, D} (V) est muni
d’une action de Gal(K/K') qui est ¢ ® Id-semilinéaire, induite par I'action de G
définie par (¢g- f)(x) = gf (g~ x) pour g € G, f € D5(V) et & € V. Tl est donc
naturel d’introduire la catégorie des (¢, N, K/K', E)-modules filtrés :

Définition 5.12.1. ((¢, N, K/K', E)-modules filtrés)

Un (¢, N,K/K', E)-module filtré de rang n est un K, ®q, E-module D de rang

n muni de :

(i) une filtration (Fil' Dg);ez sur Dx = K ®k, D de sous-K ®q, E-modules qui
est décroissante, erhaustive et séparée.

(ii) un automorphisme ¢ @ Id-semilinéaire ¢.

(iii) un endomorphisme Ky ®q, E-linéaire nilpotent N vérifiant N¢ = ppN.

(iv) une action de Gal(K/K') sur D qui est ¢ ® Id-semilinéaire, qui commute
avec le Frobenius ¢ et la monodromie N et qui respecte la filtration sur D.
Un morphisme de (¢, N, K/K' E)-modules filtrés est une application Ky ®q,
E-linéaire qui commute avec ¢, N et l'action de Gal(K/K'"), et qui respecte les

filtrations. On définit ainsi la catégorie des (¢, N, K/K', E)-modules filtrés.
Un (¢, N, K/K', E)-module filtré est dit faiblement admissible s’il est faiblement
admissible en tant que (¢, N)-module sur K.

Ainsi, si V' est une représentation potentiellement semi-stable de G sur E qui
devient semi-stable sur G, alors D%, (V) est un (¢, N, K/K', E)-module filtré fai-
blement admissible. Réciproquement, soit D un (¢, N, K/K’, E)-module filtré fai-
blement admissible, et posons

‘/;;(D) = HOm@N(D, Bst) N HOmFu(DK, BdR)-
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C’est un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action de G g définie
par (g- f)(z) = gf(g'z), pour g € Gg+, f € V(D) et x € D. Comme dans les
cas des représentations semi-stables a coefficients dans Q,, D}, et V_; définissent
des anti-équivalences de catégories :

Théoréme 5.12.2. (Une anti-équivalence de catégories supplémentaire)
Le foncteur D7, élablit une anti-équivalence de calégories enlre la catégorie des
(¢, N, K/K', E)-modules filtrés faiblement admissibles et celle des représentations
de Gk a coefficients dans E qui deviennent semi-stables sur G, et V3, est le
foncteur quasi-inverse.

5.13 Théorie de Fontaine-Laffaille
Références : [FL82] et [BMO02, section 3.1].

Nous avons vu que D} . établit une anti-équivalence entre la catégorie des repré-
sentations cristallines de G g, sur Q, et la catégorie des ¢p-modules filtrés faiblement
admissibles sur K. Etant donnée une représentation galoisienne de G Ky, On peut
trouver un réseau stable sous 'action de G, ce qui fournit une représentation de
Gk, sur Z,. Etant donnés deux tels réseaux IV C I', on peut alors considérer le
quotient I'/I”, et obtenir ainsi une représentation de Gx, dans un Z,-module de
torsion. L’objectif de cette section est de construire des structures analogues dans
les ¢-modules filtrés sur K.

Les réseaux stables dans les représentations galoisiennes correspondent a ce que
I'on appelle des modules fortement divisibles :

Définition 5.13.1. (Modules fortement divisibles)

Un module fortement divisible est un W (k)-module M libre de type fini muni

de :

(i) une filtration décroissante (Fil'(M));cz de sous-W (k)-modules telle que Fil°(M) =
M, Fil'(M) = 0 pour i assez grand et M/Fil'(M) n’a pas de p-torsion,

(i1) d’une application semi-linéaire (par rapport au Frobenius de Ky) ¢ - M — M
telle que ¢(Fil'(M)) C p'M pour tout i et >, ~o(Fil'(M)) = M.

i€Z pt

Le théoréme suivant met alors en évidence le lien entre les réseaux des représen-
tations galoisiennes et les modules fortement divisibles :

Théoréme 5.13.2. (Modules fortement divisibles et réseauzx)

Le foncteur Homw(k)7pil7¢<—, Agris) est une anti-équivalence de catégories entre la
catégorie des modules fortement divisibles M de rang d vérifiant FilP(M) = 0
et la catégorie des réseaur stables dans une représentation cristalline de G, de
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dimension d ayant des poids de Hodge-Tate dans [—p+1,0]. De plus, étant donnée
une représentation cristalline V de G, de dimension d ayant des poids de Hodge-
Tate dans [—p + 1,0], le foncteur précédent induit une bijection entre les réseaux
stables dans V' et les modules fortement divisibles M dans D?,.. (V) de rang d
vérifiant FilP(M) = 0.

Les quotients de réseaux dans les représentations galoisiennes correspondent alors
aux modules de Fontaine-Laffaille de torsion :

Définition 5.13.3. (Modules de Fontaine-Laffaille)

Soit r € N. On appelle module de Fontaine-Laffaille de longueur r un W (k)-

module de type fini muni de :

(i) une filtration décroissante (Fil'(M));cz de sous-W (k)-modules telle que Fil°(M) =
M et Fil™™ (M) = 0.

(i) des applications semi-linéaires ¢; : Fil' (M) — M telles que ¢;|pui+ivy =
p¢i+1 et Z;:O QZSZ(FZZ’LM) =M.

Un morphisme de modules de Fontaine-Laffaille de longueur r est un morphisme

de W (k)-modules qui respecte les filtrations et qui commute avec les ¢;. On no-

tera F'L] = la catégorie des modules de Fontaine-Laffaille de torsion de

tor
longueur r.

Supposons que r € [0,p — 2]. Soit M € FLj ., et soit n € N tel que p"M = 0. On
pose

Tc*’r‘is(M) = HomW(k),Fil,gb(Ma Acris/pnAcris)-
Le Z,-module ainsi construit ne dépend pas du choix de n, et il est muni d’une
action de G, définie par g(f)(z) = g(f(x)) pour g € Gk, et z € M. Il se trouve
en fait que T, (M) est une représentation cristalline de torsion de poids au plus

r, au sens suivant :

Définition 5.13.4. (Représentations cristallines de torsion)

On appelle représentation cristalline de torsion de poids au plus r toute
représentation de G, qui s’écrit T/T' ou T' C T sont deur réseauz stables par
Gk, dans une représentation cristalline de Gy, dont les poids de Hodge-Tate sont
entre —r et 0.

Ainsi, T, est un foncteur contravariant de F'L] . dans la catégorie des représen-
tations cristallines de torsion de poids au plus r. Le théoréme fondamental de la

théorie de Fontaine-Laffaille s’exprime alors de la maniére suivante :

Théoréme 5.13.5. (Théoréme de Fontaine-Laffaille)
Rappelons que nous avons supposé que r € [0,p — 2|. Le foncteur contravariant
T, est une anti-équivalence de catégories entre 'Ly et la catégorie des repré-

sentations cristallines de torsion de poids au plus r.

T
tor
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Fixons maintenant » = p— 2. Supposons que k = Fp, de sorte que Ky = @\1’}”. Dans
ce cas, on dispose d’une classification des modules de Fontaine-Laffaille de torsion
de poids au plus p — 2 simples :

Proposition 5.13.6. (Modules de Fontaine-Laffaille simples)

Supposons que k = F,. Pour h > 0 entier et i : Z/hZ — Z N [0,p — 2], notons
M (h,i) le module de Fontaine-Laffaille de torsion de poids au plus p — 2 défini
par :

(1) M(h,i) = Ez/hz comme W (F,)-module.

(ii) Si lon note (€n)mez/nz la base canonique de M(h, 1),

Fill(M(h,i))= @B  Fpem.

meZ/hZ,i(m)>1i

(iii) Pour m € Z/hZ, ¢iom)(€m) = €m—1.

Les modules de Fontaine-Laffaille de torsion de poids au plus p — 2 simples sont
exactement les M (h,1) tels qu’il n’existe pas mo € Z/hZ — {0} vérifiant la relation
i(m—+mg) = i(m) pour tout m € Z/hZ. Pour un tel module de Fontaine-Laffaille,
la représentation (T7,,(M(h,i)) ®g, F,)* de I, = Gal(Q,/QL") est isomorphe a :

cris

io+pi1+...+phLip_
who pr1 P h—1 0 0
i14+pio+...4+ph 20,1 +ph 14
O whl pr2 4 h—1TP 0 0
0 0 w;’hfl+Pi0+P2i1+~--+Ph_lih72

ot chaque coefficient diagonal est la puissance p-ieme du suivant. De plus, les
poids de Hodge-Tate de la représentation cristalline contenant des réseauzr dont le
quotient est T2, (M(h,i)) sont (—ig, ..., —ip_1).

cris

La théorie de Fontaine-Laffaille nous a permis de définir des "structures entiéres"
dans les ¢-modules filtrés qui sont en correspondance avec les réseaux dans les
représentations cristallines. Nous aimerions étendre cette théorie aux représenta-
tions potentiellement semi-stables. Cela est nettement plus délicat et fait 'objet
de la section suivante.

5.14 La théorie de Christophe Breuil
Références : |Bre, section 4], [Bre02, section 2| et [EGH, section 3.1 et 3.2].

On reprend les notations de 5.12 et on suppose que K est une extension finie de Q,,.
Afin de construire une théorie intégrale pour les représentations semi-stables, nous
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procédons comme dans la théorie de Fontaine-Laffaille, et donc la premiére étape
consiste & trouver une structure dans les (¢, N, K/K'  FE)-modules filtrés corres-
pondant aux réseaux sur Qg stables sous 'action de G'i+ dans les représentations
potentiellement semi-stables de Gg.. Commencons donc par définir ce que nous
entendons par réseaux stables dans les représentations galoisiennes :

Définition 5.14.1. (Catégorie des réseaux stables)
La catégorie (’)E-Resg/K, est la catégorie dont les objets sont des Og-modules M
libres de type fint munis d’une action continue de Gk tels que M ®p,, E est une

représentation de G qui devient semi-stable sur K avec des poids de Hodge-Tate
dans [—r,0].

Supposons dans la suite que K/K' est modérément ramifiée de degré de ramifi-
cation e et que K'/Q, est non ramifiée. Supposons de plus que K posséde une
uniformisante 7 telle que 7¢ € K’, et notons E(u) € W (k)[u] le polynéme minimal
de m sur Ky (c’est un polynome d’Eisenstein).

Exemple 5.14.2. Nous allons appliquer la théorie de Christophe Breuil au cas
particulier suivant : un entier naturel d étant fixé, K' est 'unique extension non
1
ramifiée de Q, de degré d, et K = K'((—p)»*-1), de sorte que Ky = K'. Nous choi-
1
sissons ™ = (—p)ri-1 : c’est bien une uniformisante de K. Le degré de ramification
de K/Q, est alors e = p® — 1 et le polynéme E(u) est le polynome d’Eisenstein
d
u?" "t 4 p.

Nous cherchons maintenant a construire une catégorie analogue a la catégorie des
réseaux stables du coté de lalgebre linéaire. La notion de (¢, N, K/K', E)-module
filtré que nous avons définie dans les parties précédentes a un grand désavantage :
la filtration n’est pas définie au méme niveau que le Frobenius et la monodromie, ce
qui rend la manipulation des (¢, N, K/K', E)-modules filtrés assez délicate. Nous
allons donc remplacer de tels modules filtrés par une autre structure algébrique, sur
laquelle la filtration est définie au méme niveau que le Frobenius et la monodromie :
pour ce faire, on ne pourra plus considérer des Ky-espaces vectoriels, mais des S-
modules, ot S est un anneau nettement plus compliqué que Ky : c’est le prix a

payer.

Définition 5.14.3. (L’anneau S)
L’anneau topologique S est par définition la complétion p-adique de W (k) [u

e

4l 2
v ]iEN

c’est a dire : ,
e

§ = lim W (k) [u H /"W (k) [u H .
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Remarquons que, comme F(u) est un polynome d’Eisenstein, E(;f)j € S pour tout

7 > 0. Nous pouvons munir S de quatre structures supplémentaires : une filtration,
un Frobenius, une monodromie et une action de Gal(K/K') :
(i) la filtration (F'il’S)ien de S est une filtration décroissante d’idéaux dont le
1-iéme terme est la complétion p-adique de l'idéal de S engendré par les M
7!
pour j > i.
(ii) le Frobenius de S est 'unique morphisme d’anneaux ¢ : S — S continu -

semilinéaire tel que ¢(u) = uP et ¢ (U) _

il q!

(iii) la monodromie est I'unique dérivation W (k)-linéaire continue N : S — S telle
que N(u) = —uet N (“l—,> = —jeYr.

1!

(iv) le groupe Gal(K/K') agit sur S par isomorphismes d’anneaux continus et :

Remarque 5.14.4. (Quelques propriétés immédiates de S)

(i) On a ¢(Fil'S) C p'S pour i < p—1 (on utilise bien sir le fait que E(u) est
d’FEisenstein,).

(ii)) On a N¢ = poN.

(111) L’action de Gal(K/K') commute avec le Frobenius et la monodromie, et

Vg € Gal(K/K'"),g- (E(u)) = E(u).

On note alors Sp, = S ®z, Op et Sp = S ®z, E. On est maintenant en mesure
de définir la catégorie des (S, ¢, N, K/K’, E)-modules filtrés, qui va remplacer la
catégorie des (¢, N, K/K', E')-modules filtrés :

Définition 5.14.5. ((S,¢, N, K/K', E)-modules filtrés)

Un (S,¢,N,K/K', E)-module filtré est un Sg-module libre de type fini D muni

de :

(i) une filtration (Fil'D);cz de sous-Sgp-modules de D décroissante, exhaustive,
telle que, pour i € N et j € Z, (Fil'Sg)(Fil'D) C Fil™*D.

(11) une application ¢ @ Id-semi-linéaire ¢ : D — D dont le déterminant dans une
base de D sur Sq, est inversible.

(iii) une application Ky ®q, E-linéaire N : D — D telle que N = ppN, N(sz) =
N(s)x + sN(z) pour s € Sg et x € D, et N(Fil'D) C Fil""'D pour i € Z.

() une action ¢ ® Id-semi-linéaire de Gal(K/K') sur D qui commute avec ¢ et
N et qui respecte la filtration.

Les (S, ¢, N, K/K', E)-modules filtrés définissent une catégorie dont les morphismes

sont les applications Sg-linéaires qui commutent avec ¢, N et l'action de Gal(K/K')

et qui respectent les filtrations.
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Nous pouvons maintenant définir une structure dans les (S, ¢, N, K/K’, E')-modules
filtrés correspondant aux réseaux sur O stables sous 'action de G+ dans les re-
présentations potentiellement semi-stables de Gg. Elle joue le méme role que les
modules fortement divisibles dans la théorie de Fontaine-Laffaille.

Définition 5.14.6. ((Og, S, K/K')-modules fortement divisibles)

Soit 0 < r < p—2 un entier. Un (Og, S, K/K')-module fortement divisible de

poids 1 est un So,-module libre de type fini M muni de :

(1) un sous-So,-module Fil" M de M contenant (Fil"Se, )M, et tel que Fil" MnN
IM = [Fil" M pour tout idéal I de Op.

(i1) une application ¢® Id-semi-linéaire ¢ : M — M telle que le sous-Se,-module
de M engendré par ¢(Fil"(M)) est p" M.

(iii) une application additive N : M — M telle que N(sz) = N(s)x+sN(z) pour
s € So, etx € M, et Np = popN, et E(u)N(Fil" M) C Fil" M.

(iv) une action ¢ ®@ Id-semi-linéaire de Gal(K/K') qui commute avec ¢ et N et
qui stabilise Fil" M.

Les (Og, S, K/K')-modules fortement divisibles de poids r forment une catégorie,

que l'on note (’)E—ModrK/K, .

Comme dans la théorie de Fontaine-Laffaille, nous voulons a présent définir un
. . N . . S

foncteur T3, o :Op-Mod, K Op-Res’, /K > qui sera en fait une anti-équivalence

de catégories. Pour ce faire, il convient d’introduire un nouvel anneau topologique :

Définition 5.14.7. (L’anneau ;1;)
(i) On appelle AstO Uanneau Aqris [7}

ieN
(ii) L’anneau Ast est la complétion p-adique de Agy :

. .

__ S X

Ay =lim Ay o/p" Astpo = E (n— G € Acris, a; — 0 pour la topologie p-adique p .
— — il

On rappelle que ¢ est un élément de R tel que €@ = 1 et €M) #£ 1, et que [¢]

est son représentant de Teichmiiller dans W (R). Pour g € G/, on appele e(g ) =

(e(9)™),en I'élément de R tel que e(g)™ = g(e(n; On peut alors définir sur A,

une filtration, un Frobenius, une monodromie et une action de G b

(i) la filtration est donnée par Fil* Ay = ZF (Fil™7 ACMS))XJ + A, X pour
1> 0. - .

(ii) le Frobenius est 'unique morphisme d’anneaux ¢ : Ay, — Ay continu, semili-

((I+X)P—1)°
il :

’ . . N . . 7
néaire vis-a-vis du Frobenius de A..;, et tel que ¢ (f—,) =
(iii) la monodromie est I'unique morphisme d’anneaux N : Ay — Ay continu,

Agi-linéaire et tel que N (%) — QX7

q!
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(iv) le groupe G agit par isomorphismes d’anneaux continus et

g- (CLX,—'Z) = (g- a)([ﬁ(g)}X —|-.[e(g)] — 1)

7!

)

pour g € G et a € Appis.
Pour M un (Og, S, K/K')-module fortement divisible, on pose alors :

Ty o(M) = Homs pir 9N (M, //l\st)

Pour A € Op, g € G, f € Tho(M) et 7 € M, on pose (Af)(z) = f(Az) et
(9f)(x) = gf(g~"z). De cette maniére, T o(M) est un Op-module muni d’une
action de Gg-. Comme nous I'avons déja annoncé, I'intérét du foncteur T , est le
suivant :

Théoréme 5.14.8. (Modules fortement divisibles et réseauzx)
Le foncteur T, est une anti-équivalence de catégories entre Og-Mody . et
OE-Res’["(/K, .

Il est temps maintenant de définir les structures de ’algébre linéaire qui corres-
pondent aux quotients de réseaux stables dans des représentations potentiellement
semi-stables. Ainsi, tout comme on avait introduit les modules de Fontaine-Laffaille
de torsion, on introduit les modules de Breuil :

Définition 5.14.9. (Modules de Breuil)
Soit F le corps résiduel de EE. Un module de Breuil de poids r a coefficients
dans F est un (k ®p, F)[u]/u®P-module libre de type fini muni de :

(i) un sous-(k ®g, F)[u]/u®-module M, de M contenant u" M.

(i1) une application ¢ ® Id-linéaire ¢, : M, — M (ou ¢y : k[u]/u® — Eklu]/u®
désigne la puissance p-ieme) telle que ¢,.(M,) engendre tout le (k ®p, F)[u]/u®-
module M.

(ii) une application k ®g, F-linéaire N : M — M telle que N(ux) = uN(v) — ux
pour x € M, u*N(M,) C M, et ¢.(u°*N(x)) = cN(¢r(2)) pour x € M,, oi ¢ est
I'image de @ € S dans k[u]/u?.

(iv) une action de Gal(K/K') par bijections additives vérifiant :

g (aw'm) = g(a) ((%”)) ® 1) (g m),

pour a € k®p, F et m € M, laissant M, fize et compatible avec le Frobenius et la
monodromie. On note IF—BrMod}(/K, la catégorie des modules de Breuwil de poids r
a coefficients dans F.
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Nous voulons maintenant construire un foncteur T, , de F — BrMod}, /Kt Vers la
catégorie des représentations de Gi: sur F de dimension finie. Pour ce faire, nous
avons besoin d’introduire un nouvel anneau A :

Définition 5.14.10. (L’anneau A)
La k[u]/u?-algébre A est la somme amalgamée de :

—

S Ast

klu] /u?

Comme le morphisme S — kfu]/u® est surjectif, le morphisme Ay — A est
aussi surjectif. Les structures que nous avons définies sur Ast permettent donc
de munir A d'un idéal le’“A de deux applications ¢, et N et d'une action de
Ggr. Pour M € F- BrMod} ., on définit Ty ,(M) = Hompp juer pitr ¢, N (M,A).
C’est un F-espace vectoriel que 'on peut munir d’une action de Gg: définie par
(gf) (@) =g-(f(g7" - x)). Le foncteur Ty, permet alors de faire correspondre une
représentation de Gxs a une structure linéaire :

Proposition 5.14.11. (Fidélité de Ty )
Le foncteur Ty, est fidéle. De plus, pour M € IF—BTMO([;(/K,, la dimension de

T% (M) surF est égale au rang de M sur (k@F)[u]/u®. Si M e Op-Mody ., et

st,p
mpg désigne lidéal maximal de 'anneau des entiers de E, alors M = M/mEM®SOE/mESOE

(k ®r, F)[u]/u? est un objet de F-BrMody . tel que T:t’o(./T/I\) Roy F = Ty p(M).

Cependant, dans toute la suite, ce n’est pas le foncteur Ty, qui va nous intéresser,
mais un foncteur que I'on pourrait qualifier de "dual" :

Définition 5.14.12. (Le foncteur T}, )
Soit M € F-BrMody; .. On définit Stp(./\/l) = Tt ,(M)Y (7).

Tout 'intérét de ce foncteur vient de la proposition suivante :

Proposition 5.14.13. (17, , et sous-structures)
Soit M € F- BrMod}(/K, Considérons une G gi-sous-représentation T' de T}, (M).
1l existe un unique sous-module de Breuil M’ de M tel que T%, = envoie linjection

st,p
de M’ dans M sur Uinjection de T' dans TS, (M).

st,p
Pour prouver la proposition précédente on montre qu’il existe un unique M* € F-BrMod/, K
tel que Ty, (M*) =Ty, (M), et on se raméne a prouver un résultat similaire pour
le foncteur Ty, résultat qui a été démontré par Xavier Caruso (voir la proposition
2.2.5 de [Carll]). Pour voir la construction de M?*, se référer a la définition 3.2.8

de [EGH]|. On remarque aussi que M** = M.

64



5.15 Représentations de Weil-Deligne

Supposons que K est une extension finie de @Q,. On dispose d’un isomorphisme
Gal(K" /| K) = 7Z envoyant le Frobenius sur 1, et donc d’'un morphisme surjectif

f : Gg — Z. Le noyau de ce morphisme est bien évidemment le sous-groupe
d’inertie Ix de K, d’ou une suite exacte :

1—>IK—>GK—>2—>1.

On appelle groupe de Weil le sous-groupe f~1(Z) de G : c’est en fait le sous-
groupe engendré par Ix et par le Frobenius. On le note Wi.

Soit K un corps de caractéristique 0. On appelle représentation de Weil-
Deligne de K sur E un couple (V, N) ot V est un E-espace vectoriel discret de
dimension finie muni d’une action de Wy tel que I'inertie [k agit contintiment et
N est un endomorphisme nilpotent de V' vérifiant :

gNg™' = ¢g’N,

pour g € Wi et ¢ = |k|.

Supposons maintenant que £ est une extension finie de Q, et considérons une
représentation potentiellement semi-stable p : Gx — GL(V) de Gk sur un E-
espace vectoriel V. Soit L une extension finie de K telle que V' est une représen-
tation semi-stable de GG1. Supposons que F contient la plus grande sous-extension
non ramifiée Lo de L. Posons D = Dy(V|g,). Pour ¢ € Hom(Ly, E), notons
D, =D R Lowg, B0 E. On remarque que D est un Ly ®g, £-module libre de rang
dimg (V) muni d’une action de Gal(L/K), et donc d’une action de Wi par le biais
du morphisme G — Gal(L/K). Si h est tel que ¢ = p", et ¢ et N désignent
respectivement le Frobenius et la monodromie de D, on pose w - x = w¢ /) (z)
pour x € D et w € Wg. Cela définit alors une action de Wy sur D. On peut
alors munir chaque D, de l'action induite de Wy et de I'application induite par
N : D — D. Le couple (D,, N) est alors une représentation de Weil-Deligne de
K sur E de dimension dimpg V. Les représentations de Weil-Deligne ainsi obtenues
sont indépendantes de o & isomorphisme prés. On appelle cette classe d’isomor-
phisme de représentations de Weil-Deligne la représentation de Weil-Deligne
associée a V' (ou a p), et on la note WD(p).

5.16 Théoréme fondamental : le type d’inertie (presque) dé-
termine la représentation inertielle

Référence : |[EGH, section 3.3|
Le théoréme fondamental que nous utiliserons pour étudier I’ensemble des poids
de Serre d’une représentation galoisienne permet (sous certaines conditions) de
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déterminer (& un nombre fini de possibilités prés) la restriction au groupe d’inertie
I, d'une représentation p : Gg, — GL3(F,) si I'on connait la représentation de
Weil-Deligne associée a un relévement p : Gg, — GL3(Q,) potentiellement semi-
stable de p. Plus précisément,

Théoréme 5.16.1. Soit p : Go, — GL3(F,) une représentation irréductible possé-

dant un relevement p : Go, — GL3(Q,) continu potentiellement semi-stable ayant
pour poids de Hodge-Tate -2, -1 et . Fizons a,b,c trois entiers tels que a —b > 2,
b—c>2eta—c<p-—3.

(i) SiWD(p)|;, =wf @&} s, alors :

plr, = 7((123),(a+ag, ¢+ az, b+ ar))

ou
pl, 2 7((123),(a+2—azb+2—a,c+2—a))

avec (ag, a1, a9) € {(1,1,1),(1,2,0),(2,1,0)}.
(ii) Si WD(p)|5, = @FtPH°e @ glhretr’e g getr 7™ glors

pl, = 7((123),(a+ ap,c+ as,b+ar))
avec (ag, ay, az) € {(0,2,1),(1,1,1),(1,2,0)} ou
plr, =7((123),(a+ao,b+ az,c+ a1))

et (ao, a1,a2) € {(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2), (1,1,1),(1,2,0), (2,0, 1), (2,1,0)}.
(ZZZ) Sl W-D(ﬁ)’[p o~ (Dg—‘rpb—i-p?a EB a}g—i—Pc—O—p?b EB @g-i-[?a—l-p%; alors :

pl, =2 7((123),(c+2—ag,a+2—asb+2—a))
avec (ag, a1, as) € {(0,2,1),(1,1,1),(1,2,0)} ou
pli, 27((123),(c+2—ag,b+2—as,a+2—a))
et (ag, a1, as) € {(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2),(1,1,1),(1,2,0), (2,0,1), (2,1,0)}.

Fixons une représentation p vérifiant les conditions du théoréme. Nous allons prou-
ver ce théoréme, mais en ajoutant des conditions supplémentaires sur a,b,c : on
supposera jusqu’a la fin de cette partie que a —b >3, b—c > 3, a—c < p — 4,
et qu’aucun des trois entiers 2a — b — ¢, 2b —a — ¢ et 2¢c — a — b n’est congru a
un entier dans [—3,3] modulo p — 1. La preuve compléte du théoréme sans ces
hypothéses supplémentaires se trouve dans 'article de Matthew Emerton, Toby
Gee et Florian Herzig.

Pour établir le théoréme, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.
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Dans toute la suite, nous nous placons dans le cadre décrit dans I’exemple 5.14.2,
avec d = 3.

Etape 1 : Montrons que nous pouvons supposer qu’il existe une extension finie E
de Q, telle que limage de p est contenue dans GL3(Op).

On sait que p est un morphisme continu. Considérons (F,,) une suite croissante dé-
nombrable de sous-corps de Q,, vérifiant [E,, : Q,] < oo et telle que Q, = |J,, E,,. On
a alors Im(p) = U, (Im(p) NGL3(E,)). D’aprés le théoréme de Baire, cela impose
qu'il existe n tel que U'intérieur de Im(p) N GL3(E,,) est non vide dans Im(p). On
en déduit que p~1(Im(p) NG L3(E,)) est ouvert et donc d’indice fini dans le groupe
profini Gg,. Cela impose immédiatement que nous pouvons trouver une extension
finie £ de Q, telle que Im(p) C GL3(E). On peut bien évidemment supposer que
E contient la cloture normale de K. Soit maintenant H = p~'(GL3(Og)). Cest
un ouvert de Gg,, et donc Gg,/H est fini. Soient g1, ..., g; € Gg, des représentants
de ce quotient. Soit alors A’ = Y7 | ¢;O%. On vérifie immédiatement que A’ est
un Op-réseau stable pour p. On peut donc supposer que p : Gg, — GL3(Og). On
notera F le corps résiduel de E.

Etape 2 : Calculons det Pl -
Par hypotheése, dans les trois cas (i), (ii) et (iii), il existe des caractéres x1, X2, X3
GKo — OE tels que W‘D(Ibv)|IKO = X1|1K0 @ X2|IK0 @ X3|IK07 et de plllS X1, X2 €t X3
sont des puissances de 3 et x1x2x3 = w1 * " Par conséquent, W D(det P, =
X1X2X3, d’ou

WD(det - x7'x3'X5 g, = 1.

Par conséquent, d’aprés la proposition 5.9.1(iv), cela impose que det ﬁ‘GKO e st
est semi-stable. On déduit alors de 5.9.2 que ce caractére est cristallin. De plus,
comme C' ® w3 = C, w3 est de Hogde-Tate de poids de Hodge-Tate égal a 0,

~/

donc det(p)|r,, est aussi de Hodge-Tate, et comme Dpr(det p - Xixg txgt) =
A (Dyr(p)) ® Dur(xi") ® Dur(xs') ® Dur(xs'), on déduit que le poids de
Hodge-Tate de det ﬁ|GKO X1 xa txs ! est égal & —3. On déduit alors de 5.9.2 que
det pl7,, - X1 st = x® (ot x désigne le caractére cyclotomique p-adique). On
en déduit que :

det P|IKO — W?+b+c+3-

Etape 3 : Calculons ,0|1KO afin de pouvoir calculer det '0|IK0 autrement.

Le sous-groupe de ramification sauvage Gal(@/@;m) étant un pro-p-groupe, il
agit trivialement, et donc p[r, agit par le quotient Gal(Q," /Qy"), qui est abélien.
Donc p|1@p est somme de trois caracteéres 01, 0s,05 : Ig, — F*. Si 0; = 0, = 03, le
groupe Gal(Q"/Q,) étant abélien, p serait somme directe de trois caractéres, ce
qui contredit I'irréductibilité. Donc 6, 85 et 65 ne sont pas tous égaux. Choisissons
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maintenant o € Gal(Q"/Q,) tel que o induit le Frobenius dans Gal(F,/F,), et
soit & € Gal(Q,/Q,) tel que &‘Qgr = ¢. On vérifie alors immédiatement que, pour

T e Iy, or6 7P € Gal(@p/@;m). Par conséquent, 'ensemble {61, 60,,03} est

stable par puissance p-iéme. De plus, si x est un vecteur de l'espace sous-jacent

de p tel que p(g)z = 6i(g)x pour g € Ig,, alors p(g)p(d) 'z = 01(9)Pp(c) '

et p(g)p(a) "2z = 61(g)” p(5) %z pour g € Ip,. Ainsi, par irréductibilité de p, la
puissance p-iéme agit transitivement sur {6;,6s,603}. On peut donc supposer sans
perte de généralité que 6y = 07 et 03 = 0, et alors det(p)|r,, = 9f2+p+1.

Allons un peu plus loin et étudions pla, . On a vu que z, p(a)~*(z) et p(6)*(x)
forment une base qui diagonalise p\z@p- Comme 61, 65 et 03 sont distincts, dans
cette base,

10
0 1

0
p()=1 0
* 0 0

et donc p(6°) est une matrice scalaire. On en déduit que, dans ce cas, pla,, est
somme directe de trois caractéres 07,605, 6% : G, — F* prolongeant 0y, 05 et 05.

Etape 4 : Etudions les structures linéaires associées & p.

D’aprés 5.14.8, il existe un (Op, S, K/K’)-module fortement divisible M de poids
2 tel que T, o(M) = p. Posons M' = M/mM ®s,_mpso, (K @r, F)lu]/u®.
La proposition 5.14.11 impose que M’ est un objet de ]F—BrMod%/K/, et que
Tst,p(M') = play, - Notons M = M™. On a alors T, ,(M) = plk,.

Il convient maintenant de comprendre 'action de Gal(K/Ky) sur M. En fait, on
peut prouver qu’il existe une base vi,vy,v3 de M sur (k ® F)[u]/u® telle que
g-v; = (1®xi(g))vi pouri € {1,2,3} et g € Gal(K/Ky). Nous ne démontrons pas
ce résultat ici : pour une preuve, se référer a la section 5 de [GS11].

Fixons une injection o9 : kK — T, et notons ¢ le Frobenius sur k. On défi-
nit oy et oy par 0 = ocgo ¢ L et oo = 010 ¢ ! et on pose o3 = 09. Pour
i € {0,1,2}, soit ¢; = |k—1x| (Y cmx v ' ®0y(x)) € k @, F. On prouve alors ai-
sément que les e; sont idempotents, que e;e; = 0 pour i # j, que M = P, e, M,
que eeM = {m e N/Vo € k, (@ 1)m = (1 @ o;(x))m} et que ;11 = (¢ @ 1)e;.
Remarquons que toutes ces propriétés sont vraies pour n’importe quel module de
Breuil (et pas seulement pour M) : nous utiliserons ces résultats pour un autre
module de Breuil dans I’étape 5.

Plagons-nous maintenant dans le cas (i). On dispose alors d’une base vy, vg, v3 de
M telle que g - v = (1@ wi(9))vr = (wi(9)* @ D)oy, g-v2 = (1@ wi(9)")v2 =
(w1(9)? @ g, g-v3 = (1 ® wi(g)9)v3 = (wi(g9)° ® 1)vz. Dans ce cas, on note
a=1+p+p>a, B=0+p+poety=(1+p+p?ec.

Considérons maintenant le cas (ii). On dispose alors d’une base vy, vy, v3 de M
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telle que g -v; = (1 ® wg(g)a+pb+p20)vl, g-v = (1® wg(g)b“’C*pQ“)vg, g-v3 =
(1 ® ws(g)*P+tP")ps. On a alors :

b 2
w3 (g)* PP @ 3)eguy,

g - (eov1) = (ws(g) )

g+ (eovz) = (ws(g)"7"* @ 1)equy,
g+ (eovs) = (wi(g) ™7™ @ 1)egus,
g+ (erv1) = (ws(g) "7 @ B)equy,
g+ (e1v2) = (ws(g)" "7 @ 1)eyva,
g (e103) = (n(9)"7" @ Deyus,
g+ (e2v1) = (ws(g)"77" @ B)equy,
g+ (e2v2) = (w3(g) "7 @ 1)eva,
g+ (eav3) = (w1(9)""7" @ )egvs.

Donc, dans la base wi; = egv; + €10 + €03, Wy = eguy + e1v3 + €01, w3z =

egUz + e1v1 + ey, le groupe Gal(K/Ky) agit par les caractéres w§+pb+p2c ® 1,

w§+pc+p2a®1 et w§+pa+p2b®1. On note dans ce cas o = a+pb+p?c, f = b+pc+p?a
et v = ¢+ pa + p*b.

Dans le cas (iii), on trouve de méme une base sur laquelle Gal(K/K)) agit par les
caracteéres wgﬂ’cﬂ%@l, wgﬂ’aﬂ’%@l et w§+pb+p2“®l. On pose alors a = a-+pc+p?b,
B =b+ pa+ picet y=c+pb+ pia.

Par conséquent, dans tous les cas, nous avons trouvé a, [ et 7 tels que Gal(K/K))

agit par les caractéres wg, wh et wl sur M.

Etape 5 : Etudions les structures linéaires associées a 0},

D’aprés la proposition 5.14.13, il existe N € ]F—BrModg{/K, sous-objet de rang 1 de
M tel que I'image de I'inclusion N — M par T3, , est l'inclusion 0] — pla,. -

Le module N étant libre de rang 1, on peut écrire N = ((k ®p, F)[u]/u?) n pour
un élément n € N. Pour chaque i € {0, 1,2}, il existe r; tel que e;No = u"ie,N.
Par conséquent, Ny = ueoN @ u™ et N @ u2es N, et comme u**N C Ny, les r;
sont inférieurs ou égaux a 2e. Quant au Frobenius, il est entiérement déterminé
par I'image de ueyn +u" eyn+u"ean, et comme 'image de ¢, doit engendrer N,
on déduit que ¢y (u™egn + ure;n + u2ean) = An pour un certain A € (k ® F)*.
Concernant 'action de Gal(K/K') (qui est entiérement déterminée par 'action
sur n), on sait que, pour chaque g € Gal(K/K') et chaque i € {0, 1,2}, g induit
une bijection additive de e;N' dans lui-méme, et donc il existe f;(g) € k* tel que
g - (ein) = fi(g)e;n. On vérifie immédiatement que les f; sont des caractéres, et
comme k/F, est de degré 3, ce sont des puissances de ws. Il existe donc des entiers
k1, ko, ks tels que g-n = ((w5(9) ® Deg + (Wi (g) ® L)er + (wi2(9) ® 1)es) n. La
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condition ¢o(g-(uegn+uein+u?ean)) = g-ga(uegn+ute;n+u">esn) entraine
que k1 = p(ko + ro) mod e, ko = p(ky +171) mod e et ky = p(ks + 72) mod e.
Finalement, pour la monodromie, on remarque facilement que N(N;) C N, et
donc :

AN (n) = e¢N(p2(uegn + u™eyn + uean))
= Po(u’N(u™egn + uein + ueyn))

= uPPy(N(uegn + u"ern + uesn)) = 0.

Comme c et A sont inversibles, on déduit que N(n) = 0.
A partir de cette description de N, il est possible de calculer T3, (N1, = 011, -

k0+p<rop2+np+r2)
En fait, on peut prouver que T;p(/\/')hKo = ggows P~ Nous ne démon-

trons pas ce résultat ici : se référer au lemme 3.3.2 de [EGH].

Etape 6 : Calculons O1l1, = 01 et concluons.

On remarque que N /uN s’injecte dans M/uM. D’aprés 1'étape 4, M /uM est
une représentation de Gal(K/Ky) sur k qui est somme directe de caractéres dans
{w§, W wi}. D’aprés Pétape 5, N /uN est une représentation de Gal(K/Ky) sur k
qui est somme directe des trois caractéres wi?, wh', wh? avec la multiplicité [F : k].
On peut donc supposer que {ko, k1, ko} C {a, 5,7}

Plagons-nous dans le cas (i). On pose k; = (1+p+p?)z; avec z; € {a,b, c}. Comme
0<r <2etr;=(14+p+p?)(zis1—2;) mod e, les conditions sur a, b, c imposent
que l'on peut écrire r; = (1 + p + p*)z; + ase avec a; € {0,1,2}. On déduit alors

2 1 2
que 0}|r, =01 = w§x°+a°)+p(z2+a2)+p @171) " Done, comme det pli, = 6, P =
2+p+1)(at+b+c+3 .
W TPEDEEEEES) Con obtient la congruence :

To+x1+ratagt+a+as=a+b+c+3 mod (p—1).

Les hypothéses supplémentaires que nous avons imposées (mais qui ne sont pas
nécessaires pour que le théoréme soit vrai) entrainent que {xg, z1,z2} = {a, b, c},
et on en déduit que ag + a; + a; = 3. Les différentes possibilités ainsi obtenues
prouvent le théoréme dans le cas (i).

Les deux autres cas sont tout a fait analogues.

6 Relévements de représentations et opérateurs de
Hecke

Plagons-nous dans le contexte général décrit en section 4.1. Soit p : G — GLs(F,)
une représentation continue. Supposons que p soit automorphe de poids F,, a étant
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un poids restreint global, et fixons une place w de F' divisant p. Notons v = w|p+

et soit 7 une uniformisante de O, . Par définition, il existe un sous-groupe ouvert

compact U de G(AZY) x [],, G(Op+) non ramifié en p et une partie cofinie P

de Py ne contenant que des places ot p est non ramifiée tels que, si m désigne

I'idéal maximal de T” associé & la représentation p, on a S(U, F,)n # 0. Comme

U est non ramifié en p, on peut écrire U = G(Op+) x U?, ot U" est un sous-groupe

ouvert compact de G(AZY) X [ L, ez Q(OF;). Ces notations seront conservées

tout au long de cette partie.

Dans cette partie, nous allons tenter de construire des relévements en caracté-

ristique zéro p : Gp, — GL3(Q,) de plg,, . Plus précisément, nous allons voir

que si Wy, (p) est non vide (c’est-a dire si nous disposons d’un poids local V' tel

S(V)m # 0), alors de tels relévements existent, sont de Hodge-Tate et nous pour-

rons de plus controler leurs poids de Hodge-Tate. Lorsque nous disposerons d’un

peu plus d’informations sur les éléments de W, (p), nous pourrons méme construire
des relévements potentiellement semi-stables et nous décrirons explicitement leurs
types d’inertie.

Pour ce faire, nous procédons en deux étapes :

(I) Dans un premier temps, nous travaillons en caractéristique 0. Nous introdui-
Sons un sous-espace S des formes automorphes constitué de fonctions localement
algébriques (c’est-a dire données par des expressions polynomiales), et nous rem-
placons dans notre probleme S par S. Plus précisément, nous verrons que s'il
existe des Z,-modules V (en caractéristique 0) tels que ((V@ZS)GLﬁ‘(OFw))m # 0,
alors il existe des relévements potentiellement semi-stables 5 : G, — GL3(Q,)
de p|g,, et nous pourrons de plus controler leurs poids de Hodge-Tate ainsi que
leurs types d’inertie. Pour certains modules V particuliers, nous pourrons méme
construire des relévements cristallins. Dans ces cas, nous construirons de plus
une algébre de Hecke agissant sur((V ®Z§)GL3(OFw))m et nous controlerons l’ac-
tion du Frobenius de D..;s(p) a 'aide des valeurs propres de certains opérateurs
de Hecke.

(IT) Dans un deuxiéme temps, nous passerons de la caractéristique 0 & la carac-
téristique p, c’est-a dire que nous montrerons que (I) entraine l'existence de
relévements de p|g,, lorsque I'on suppose qu'il existe des poids se Serre locaux
V' (en caractéristique p) tels que S(V)n # 0. Nous construirons de plus une al-
gébre de Hecke H (V') agissant sur S(V'), et nous verrons que certains opérateurs
de Hecke agissent de maniére nilpotente.

6.1 Actions localement algébriques et formes automorphes

Comme nous 'avons déja annoncé, nous commencons en définissant la notion de
fonction localement algébrique puis nous introduisons un sous-espace S des formes
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automorphes constitué de fonctions localement algébriques.
Soit H un sous-groupe ouvert de GL3(Q,). On dit qu'une fonction f : H — Q,
est localement algébrique si tout élément de H admet un voisinage ouvert U

tel qu’il existe ¢ € Q, [Xy; 14,7 € {1,2,3}] [W] vérifiant f(h) = ¢(h) pour

h € U. Pour V un ZT,—module libre de type fini muni d’une action de H, on dit
que l'action de H sur V est localement algébrique si, pour tout v € V et tout
v € VY, la fonction h — ¢(hv) est localement algébrique.

Etant donné un Z,-module W muni d’une action de [T, g((’)F:/) telle que G(Op+)

agit trivialement, on appelle S'9(UY W) le sous-espace de S(U?, W) constitué
des fonctions f telles que, pour tout v € G(A%,) et tout p € WY, la fonction
G(E}) = Zyp, g — ¢(f(7g)) est localement algébrique.

Soit w' € Pi, et notons v = w'|p+. Rappelons que, dans la partie 3.3, nous
avons défini un Z,-module libre de type fini W, = M, (OF,) ®o, 7, muni
d'une action de GL3(OF,,), et donc de G(Op+) grace a l'isomorphisme ¢,s. On
remarque que les Z[Q(Opt)]—modules W,,, et W,_,. sont isomorphes et donc le
pr[Q(OFt)]—module W, , ne dépend que de v’ : on le note W, ,. Ainsi, le Z,-
module &, .z, Wa,, est muni d’une action de HU,|pQ((’)FU+,) telle que G(Op+)
agit trivialement et on peut définir :

S = glals (U”, & W> .

v'#v
C’est un Z,-module muni d’une action de G L3(F,). De plus, S est un sous-espace
de S (U”,@U,# Wav,> stable sous l'action de TP. Par conséquent, S est muni

d’actions de GL3(F),) et de T” qui commutent.
Etant donné un Z,-module V' muni d’une action de GL3(Op, ), on note :

S(V) = (7 @5z §)0100m),

Dans le cas V = W, pour un certain \ € Zi, comme W) ®Z@ est muni d’une

action de GL3(F,), l'algebre de Hecke Z,|GL3(Op,)\GL3(F,)/GL3(OF,)] agit
sur le Q,-espace vectoriel S(W) Q7 Q). Les trois opérateurs de Hecke suivants
joueront un réle important dans la suite :

Tl,w - GLg(OFw> GLg(OFw> 3

T27w — GL3<OFw) GL3(OFW) 5

O O = O O =

o8 O o O
N oo 3 oo




T
Ts = |GL3(Op,) | 0

En fait, les valeurs propres de ces opérateurs permettront de mieux comprendre
l'action du Frobenius sur D.,.;s(p) pour certains relévements p de p.

6.2 Etape I : en caractéristique 0

Comme nous 'avons déja annoncé, nous commencons par aborder le probléme en
caractéristique 0 : on s’'intéresse donc a S au lieu de S. L’ objectif de cette partie est
double. D’une part, nous voulons montrer que, lorsque S(V (V)m # 0 pour certains
Z,-modules V, la restriction plcy, admet des relévements p : Gp, — GL3(Qp)
qui sont, selon les cas, potentiellement semi-stables ou cristallins, et dont nous
connaissons les poids de Hodge-Tate. D’autre part, nous voulons comprendre les
liens entre les actions de le, Tgw, Tgw et ces relévements : plus précisément,
nous allons voir que l'action du Frobenius sur D..;s(p) est profondément liée aux
valeurs propres des opérateurs Tj,w (7 € {1,2,3}). Mais avant de traiter ces deux
questions, nous aurons besoin de quelques lemmes techniques :

Lemme 6.2.1. (Compatibilités techniques entre S°™ et S5'9)

(i) Soient V un Z,-module libre de type fini muni d’une action de GL3(Op,) lo-
calement algébrique et M un Z module libre de type fini muni d’une action de
Hv,|pw,¢v Q(C’)F+) On dispose alors d’un isomorphisme naturel

(V &g S™9(UY, M))¥"sOm) — S(U,V @7 M)

compatible avec Uaction de T7.
(i1) Soient V un F,-module libre de type fini muni d’une action continue de GL3(Op,)
et M un Fy-module muni d’une action de [],, .., G(Op+). On dispose alors

d’un isomorphisme naturel
V @z S™(UY, M))9EOre) 5 S(UV @ M
Fp FP

compatible avec l'action de T7.

(11i) On suppose que U est suffisamment petit, ¢’est-a-dire qu’il existe une place
finie v de F* telle que le seul élément d’ordre fini de la projection de U sur
G(Fy) est lidentité. Dans ce cas, le morphisme naturel

S@Z]F_p—)ssm UU, ® W%’ ®7Fp

P
v’ [’ #v

est un isomorphisme compatible avec les actions de T et de GL3(F,).
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Démonstration.
(i) Conmsidérons Papplication Z,-linéaire :
n: Ve S(UY, M) — S(U",V @z M)
@ f = (n(f): g x® f(g)).

C’est en fait un isomorphisme qui commute avec 'action de T%.
On dispose donc d’une injection :

V @z 89U, M) = S(U*,V @z M).

Le groupe GLs(Op,) agit sur V R S"(UY, M) par - (z @ f) = (y2) @ (v f)
pour v € GL3(Op,). Par conséquent, pour z; € V et f; € SW9(U, M), si

in ® fi € (V &g S™9(U"Y, M))5HOr),

alors

> (vw) @ filg) Z:@@ﬂ

7

pour tous g € G(AY,) et v € GL3(Op,), et donc

(Zx,@f,) Zx%(g)fz 97) <le®f1 )

Cela impose que 7 induit une injection Zp—linéaire :
(Vg §(UY, M))eOr) — S(U,V @z M)

compatible avec I'action de T%.

Reste donc a établir la surjectivité de 7. Soit f € S(U,V ®z> M). Considerons
e1,..,eq une base de V. et écrivons nHf) = Y,e @ fi pour fi € S(UY,M).
Montrons que f; € S (UY, M). Fixons g € G(A%,) et m¥ € M. Pour v €
GL3(Op,), notons ¢;(y) = (fi(g7y), m"). Soit finalement ey, ..., e} la base duale de
e1,..,eq. On a alors, pour v € GL3(Op,) et 1 <j<d:

ei(v) = (f(g7), &/ @m")
= (7' flg ) e-V®mV>

_Z f] ejv€;/>'
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Par conséquent, comme 'action de GL3(Op,) sur V est localement algébrique,
p; est aussi localement algébrique, et donc les f; sont localement algébriques. On
vérifie finalement sans difficulté que n=1(f) est fixé par GL3(OF,) en utilisant que
> ® filgy) = (22 @ fi(g))-

Par conséquent, 1’ est bien surjective et donc un isomorphisme.

(ii) On procéde de fagon tout & fait analogue. Considérons 'application F,-linéaire :
n:V &g S(UY, M) = S(U,V @ M)
r@ frf): 9=z f(9)

C’est en fait un isomorphisme qui commute avec 1’action de T” et comme avant,
elle induit :

(V&g ST(UY, M))FOm) — S(U,V @5 M).

Reste donc a prouver la surjectivité. Soit f € S(U, V ®F; M). Considérons ey, .., eq
une base de V, et écrivons n~(f) = >, ¢; ® f; pour f; € S(U", M). Montrons
que f; € S*™(UY, M). Pour v € GL3(Op,) vérifiant v~ 'e; = e; pour tout i, on a
immédiatement pour g € G(AY,) :

Zei ® filgy) = Zei ® fi(g),

et donc fi(gy) = fi(g). Comme l'action de GL3(Op,) sur V est continue, cela
impose que chaque f; est fixé par un sous-groupe ouvert de GL3(Op, ), et donc f; €
Ssm(U°, M). On vérifie de plus sans difficulté que n=1(f) est fixé par GL3(OF,),
et la surjectivité de 1’ en découle.

(iii) Nous laissons la preuve de ce lemme au lecteur. Méme si elle n’est pas analogue
aux précédentes, elle est de nature similaire. On pourra aussi aller voir [EGH|. O

Remarque 6.2.2. (Ouverts suffisamment petits)

(1) L’utilité de la notion d’ouvert suffisamment petit vient du fait suivant : si U est
suffisamment petit, alors S(U, W) ®ZA =~ S(U, W®ZA) pour toute Z,-algébre
A (la preuwve est aisée, on pourra se référer o la section 7.1.2 de [EGH]).

(i) On remarque que, comme S(U, F,)n # 0, on a aussi S(U', Fy)m # 0 pour tout
sous-groupe ouvert U’ de U. On peut donc supposer que U est suffisamment
petit. Nous faisons cette hypothése dans toute la suite.

Comme [, , s'injecte dans W, , @7z F, pour toute place v de F* divisant p, (iii)
entraine que :

Corollaire 6.2.3. On dispose d’une injection S — S ®ZE compatible avec les
actions de T et GL3(F,,).
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Afin de construire des relévements de p, il convient d’associer des représenta-
tions galoisiennes & des représentations adéliques dans les espaces de formes auto-
morphes :

Théoréme 6.2.4. (Représentations galoisiennes et représentations adé-
liques)

Notons W, = @, Wa,, ou v’ décrit les places de F'* divisant p. Soit r une
sous-G (AR, )-représentation irréductible de Syp (W, ® @p) 1l existe alors une re-
présentation continue semi-simple p, : Gp — GLg(@p) telle que :

(i) La représentation p, est de de Rham, et les poids de Hodge-Tate de p,|q,, sont
(A1 + 2, a2 +1,a043).

(i1) S’il existe un ouvert compact U' non ramifié en p tel que U 40, alors p, est
cristalline.

(i4i) Pour v" une place de F et w' une place de F divisant v', WD(p,|ay,, )*
recr, ((ry o t;') @ |.|71)%. De plus, si p ne divise pas v', on a :

WD(prlap, )"~ Zrecr, ((roo ") @ |17,

~

ot le F'— ss désigne la semi-simplication du Frobenius.

Remarque 6.2.5. Dans le théoreme précédent, la valeur absolue .| est a valeurs
dans Q, : c’est la composée de la valeur absolue usuelle suivie de linverse de
["isomorphisme T :@p — C fizé au début.

Pour une preuve de ce théoréme, on pourra lire le théoréme 7.2.1 de [EGH]. Nous
pouvons maintenant établir le théoréme principal de cette partie, qui répond au
double objectif que nous nous étions fixé :

Théoréme 6.2.6. (Relévements de représentations et S)

(A) Soit V un Z,-module libre de type fini, muni d’une action localement algé-
brique de GL3(Op,). Alors le Z,-module S(V) est libre de type fini et les mor-
phismes naturels

S(V) @z Q, = S(V ez Q)
S(V) ez F, = S(V @z F,)
sont des isomorphismes. ) o
(B) Soit X = (A1, A9, A3) € (Z3) tel que S(Wy @7 Qp)m # 0. Alors pla,, admet
un relevement cristallin p: G, — GL3(Q,) de poids de Hodge-Tate

—(A1 42,00+ 1, Ag).

Sit; € Q, désigne une valeur propre de Tj,, sur S(W, Rz Qp)m pour j €
{1,2,3}, alors on peut imposer que ¢ : Deis(p) — Deris(p) ait pour polynome
caractéristique X3 — t; X2 + pto X — pits.
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(C) Soit x : IF;3 — (QTpX un caractére primitif. En voyant Rs(x) comme une repré-
sentation de G L3(ky), si S(R3(X))m # 0, alors pla,, admet un relevement poten-
tiellement semi-stable p : Gp, — GL3(Q,) de poids de Hodge-Tate (—2,—1,0)
et de type d’inertie WD(p)|,, = @geGal(kwyg/kw) o(xo Art}iﬁ).

(D) Soient x1,x2,x3: ki =F; — @X trois caractéres distincts. Si

§(ImdirE e @ X3))m #0,

alors p|c,. admet un relévement potentiellement semi-stable p : Gp, — GL3(Q,)
de poids de Hodge-Tate (—2,—1,0) et de type d’inertie W D(p)|1,. = x10Arty &
X2 0 Arty & x3 0 Arty.

Démonstration. (A) La partie (i) du lemme 6.2.1 fournit un isomorphisme :

SWV)=S|U Ve &K W,
v'|p,v’ #v

Comme U est suffisamment petit, cela impose que S (f/) est libre de type fini.
En utilisant les différentes parties du lemme 6.2.1, on obtient des isomorphismes :

SV)@zF, =S |UVes Q W, | @z F, (lemme (i)

v'[pv' v

I

S U,V@Z ® Wa., ®@E (U est suffisamment petit)
v'|p,v'#v
GL3(Or,)

124

(Ve F) er 5™ (U7, Q) W, @7 F,)
v’ |p,v’ #Av
(lemme (ii))
- - —\ GL3(ORy,)
= (V o7, S o F, )

= S(V ®ZIF_‘P)

(lemme (iii))

Comme @ est le corps des fractions de ZTD, par exactitude de la localisation, @p
est un Z,-module plat. Par conséquent, le morphisme

n:SV) ®ZQTP_> S(V ®Z@p)
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est injectif. Pour la surjectivité, considérons m @ = € S (f/ Q7 @p) avec m €

V®ZS et x € @X. Alors pour tout v € GL3(Op,), on a (ym—m)®@x =0, et
donc, comme V ®Z§ est un Z,-module sans torsion, m € S(f/) : le morphisme
71 est bien surjectif.

(B) On remarque immédiatement que 1’on peut supposer que a,, = . En appli-
quant successivement (A) et 6.2.1(i) puis en remarquant que U est suffisamment
petit, on a :

S(W)\ ®Z@p) = S(WA) ®Z@p =~ S(U,W,) ®ZQTP = S(U,W, ®Z@p)‘

On en déduit que S(U, W, ®Z@)m # 0. Cet espace est le sous-espace vectoriel
maximal de S(U, W,) ®Z@p sur lequel tous les éléments de T” —m agissent de
maniére inversible. Soit A I'image T7 @7-Q, dans Endg(S(U, W,) @7 Qp)m. Le
corps @p étant algébriquement clos et A étant commutative de dimension finie
sur Q,, il existe une surjection 7’ : A — Q, telle que I'espace propre associé a 1’
dans (S(U,W,) ®Z@p)m est non nul. Par conséquent, si I'on note 7 la composée
de TP — A et de 7/, on obtient 7 : T? — Q, telle que I'espace propre de 1 dans
Stim (W ®7z Q,) est non nul.

Comme les actions de G(AY,) et T” sur Sy, (W, ®Z@p) commutent, cet espace
propre est stable par G(A%, ). Considérons donc une sous-G(A¥; )-représentation
irréductible r de cet espace propre telle que l'intersection de son espace sous-
jacent et de (S(U, W,) ®Z@>m soit non nulle. En appliquant le théoréme 6.2.4,
A 7 est associé une représentation continue semi-simple p, : Gp — GL3(Q,).
Fixons une place w’ € P, notons v = w'|p+ et supposons que 7, est une
représentation irréductible non ramifiée admissible. D’aprés la partie (iii) du
théoréme 6.2.4, on sait que WD(p,|c, )"~ = reck, ((ryroey)®|.]71). Comme
) (9)

agit sur 'espace sous-jacent de r, o L;,l par n(TszJ;)), chaque T,

chaque Tlff, agit

sur I'espace sous-jacent de (1, o¢,; )" par n(TI(U],)) On déduit du corollaire 3.1.2
de [CHTO8] que le polynome caractéristique de p(—2)(Frob,;') est
XP = (T X +po(TEDX = pPn(Ty0)).
Cela entraine que le polynéme caractéristique de p,.(F mb;,l) est
X2 = (TEhn(T) ™ X2+ (Tl n(T) ™ X = (T
D’aprés la remarque suivant la définition des Té,j ), ce polyndme est égal a :

X3 — (TS X2 + pp(TEN X — pPn(TD).
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Par conséquent, comme Ker(n) C m, pour presque toute place w’ de F', p¥(Frob,,)
et pr(Frob, ) ont méme polynéme caractéristique. Le théoréme de Cébotarev
impose alors que, pour tout g € Gp, p¥(g) et p,(g) ont méme polynéme carac-
téristique. Par conséquent, p = p,".

Comme U est non ramifié en p, le théoréme 6.2.4(i)(ii) impose que p, est cris-
talline, et que HT'(pr|g,, ) = (A + 2, X2 + 1, A3). Reste a étudier le Frobenius
¢ ¢ Deris(pr) = Deris(pr). La démonstration de ce point est analogue a ce qui
précéde.

(C),(D) On peut supposer a,, = 0. Notons R = R3(x) dans (C) et R = Indggig’)’)(xléb

X2 ® x3) dans (D). On procéde de maniére trés similaire & (B), et on trouve
une sous-représentation r de Sy, (W, 7 Q,) telle que r contient R et p) est
semi-stable de poids de Hodge-Tate (—2, —1,0), reléve p et contient R (pour les
détails, voir la preuve de la proposition 7.4.4 de [EGH]). Le théoréme 6.2.4(iii)
et la proposition 5.9.1 permettent alors de déterminer les représentations de
Weil-Deligne.

O

Nous verrons plus tard _que toutes ces propriétés en caractéristique 0 portant sur
S et des Z,-modules V munis d’actions de GL3(Op,) induisent des propriétés
analogues en caractéristique p portant sur S et des F, p-espaces vectoriels V' munis
d’actions de GL3(Op, ). Mais pour ce faire (en particulier pour traduire la partie
(B) du théoréme en caractéristique p), il nous faut d’abord construire des opéra-
teurs de Hecke sur S(V) qui vont correspondre aux opérateurs Tj,, (j € {1,2,3})
aprés réduction modulo p. C’est 'objectif de la section suivante.

6.3 Opérateurs de Hecke en caractéristique p

Soit V' un poids de Serre local, vu comme représentation de GL3(k,). Rappelons

que, par définition, c—1 ndGLS(gw) V est 'ensemble des fonctions f : GL3(F,) — V

telles que :

(i) on a f(hg) = hf(g) pour h € GL3(OF,) et g € GL3(F,),

(i) il existe un sous-groupe ouvert U de GL3(F,) tel que f(gu) = f(g) pour u € U
et g € GL3(Fy).

(iii) I'image du support de f dans GL3(Og,)\GL3(F,) est compacte. Dans notre
cas, cela revient & dire que f est a support compact.

Cet ensemble est muni d’une action continue de G L3(F,,) définie par (v - f)(g) =

f(g7) pour g,v € GL3(F,). On appelle algébre de Hecke de V la F,-algébre

H(V) = Endary(r,) <C - lndgﬁiﬁg’;b‘/) :
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La loi de réciprocité de Frobenius impose alors un isomorphisme naturel de [F-
espaces vectoriels :

H(V) = Homegry(or,) (V c—1I ndgﬁiﬁé‘;bv) '

Etant donné ¢ € Homgryop,) <V,c— Indgiggg“;l)\/), on définit une fonction
[+ GL3(Fy) — Endg,V par f(g)(x) = ¢(2)(g). L'application ¢ — f est alors un
isomorphisme de E—espaees vectoriels entre Homgr,(op,) (V, c—1 ndgéiggﬁu)v>
et I'espace F (V) des fonctions f : GL3(F,) — EndgV a support compact telles

que f(hgh') = ho f(g) ok’ pour h,h" € GL3(Op,) et g € GL3(F,). On dispose
donc d’un isomorphisme de [F,-espaces vectoriels :

H(V) = F(V),

qui devient un isomorphisme de F,-algébres si 'on munit F(V) du produit de
convolution :

Fef= S AlerYo ),

YEGL3(Op, )\GL3(Fw)

pour fi, fo € F(V) et g € GL3(F,). Dans la suite, on identifiera donc systémati-
quement H (V') et F(V).

Bien évidemment, nous voulons faire agir 1’algébre de Hecke H (V') sur certains
espaces. Pour f € F(V) et z € S(V), posons :

fro= > (fO ey e

YEGL3(OF, )\GL3(Fuw)

Cela définit une action de H (V') sur S(V).

Introduisons a présent quelques opérateurs de Hecke particuliers. Pour p = (1, p, pi3) €
X.(T3) avec p1 < po < pg, on appelle T), ., I'élément de F (V') qui a pour support
GL3(Op,)(m)GL3(OF,) et qui envoie yu(m) sur 'endomorphisme V' — Viy (,) =
VN-ulkw) s 1/ 011 I'isomorphisme est celui décrit dans la proposition 3.4.1. Pour-
quoi nous intéressons-nous a ces opérateurs-1a 7 En fait, nous allons voir maintenant
que, si nous fixons un poids restreint local A, nous pouvons relier les opérateurs
T, sur S(F)) aux opérateurs lew, Tg’w, Tng sur S(WA ®Z@p) (qui est isomorphe
a S(Wy) ®Z@p d’aprés le théoréme 6.2.6(A)).

Soit donc A\ € Zi un poids restreint local. Rappelons que nous disposons d’injec-
tions Fy — Wy ®Z]F_p et S S ®ZE compatibles avec les actions de T” et de
GL3(F,). En utilisant le théoréme 6.2.6(A), cela conduit a une injection :

S(F)\> — ;g(W)\) ®ZE
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qui commute avec 'action de T”. Sur S(F)) agissent les deux opérateurs de Hecke
Tiw = T0,01),w €t Tow = T(01,1),0- Ces opérateurs sur S(Fy) vont Jouer un role
essentiel dans la suite parce qu 11 sont intimement liés aux opérateurs T} w et T, w

sur S(Wy) 7z Q,:

Proposition 6.3.1. (Rapport entre les opérateurs de Hecke en caracté-

ristique p et les opérateurs de Hecke en camcterzstzque 0)

Soit X = (A1, A2, A3) un poids restreint local. Notons Qlw =7 A3T1w et QQw =
—Ne=aTy . Ce sont des opérateurs sur S(W)) 7 Q,- Pour j € {1,2}, on a :

(z) Lopérateur Q;,, laisse stable le réseau S(W)).

(ii) L’action induite par Q;., sur S ®7z F, laisse S(F\) stable.

(i1i) L’action induite par Qj,w sur S(F\) coincide avec celle de l'opérateur T} ,,.

Démonstration. Nous allons prouver la proposition pour ;7 = 1. L’autre cas est

tout a fait analogue.

(i) Notons pu = (0,0,1) € X,(T3). 1l suffit de montrer que 7 **u(m) laisse W)
stable. Rappelons que I'on peut décomposer :

M\(OF,) ®o,, @= @ M.,

I/EX* Tg)

ot T3(Q,) agit sur M, par v. On remarque alors que, pour v = (11,9, 13) €
X*(T3), p(m) agit sur M, par multiplication par 7*%. Or, si M, # 0, alors
v3 > A3. Par conséquent, w23 u(7) laisse Wy = M, (Og,) ®0p, 7, stable.
(ii) 11 suffit cette fois de montrer que 73y (7) laisse F) stable dans W) ®7 F,.
Notons W, = W\ N M, pour v € X*(T3). D’aprés ce que nous avons vu en (i),
72 () agit sur W)y S F, par la projection :

P WegF)—» EH WegF).

ZIGX*(Tg) I/GX*(Tg),V:;:)\g

De plus, on dispose aussi d'une décomposition

Fy = N\(Fy) @, F, = @ No,

veX* (Tg)

ou T3(IF ) agit sur NV, par v. Comme F), est une sous-représentation de W) 7 IET
on déduit que F) est bien stable par 7= (7).
(iii) C’est immédiat en tenant compte de ce que nous venons de voir et de la
proposition 3.4.1.
O
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Nous avons ainsi défini des opérateurs de Hecke en caractéristique p qui sont com-
patibles avec les opérateurs de Hecke en caractéristique 0. Nous pouvons donc
maintenant étudier les conséquences du théoréme 6.2.6 en caractéristique p : c’est
I’'objet de la section suivante.

6.4 Etape II : Passage en caractéristique p

Afin de comprendre ce qu’implique le théoréme 6.2.6(B) sur les opérateurs 7,
et 15, il convient d’étudier de plus pres les valeurs propres des 7}, pour j €
{1,2,3} :

Proposition 6.4.1. (Réductibilité de p|c,, )
Supposons que S(W) ®Z@p)m # 0 et que, pour j € {1,2,3}, t; désigne une valeur
propre de Tjﬂu sur S(W) 7z Qp)m- Supposons de plus que :

Ualp<t1) = )\3

ou que
Ualp(t2> = )\2 + /\3.

Alors pla,, n'est pas irréductible.

Démonstration. Comme S(W), ®7; Q,)m # 0, le théoréme 6.2.6(B) impose que

pla., admet un relévement cristallin j : G, — GL3(Q,) de poids de Hodge-Tate
—(A+2, A2+1,A3) tel que ¢ : Devis(p) — Deris(p) a pour polyndome caractéristique
X3 — t1X2 +pt2X — p3t3.

Comme dans I'étape 1 de la preuve de 5.16.1, il existe une extension finie £ de
Q, telle que Im(p) € GL3(E). Nous pouvons de plus supposer que X? — t; X? +
ptaX — p3ts est scindé sur E.

Notons o, as, a3 € E les racines du polynome X2 —t, X2 +pto X — pPts, ordonnées
de sorte que val,(a;) < val,(as2) < val,(as). On définit un sous-¢-module filtré D’
de D.is(p) de la maniére suivante : si val,(t1) = A3, D’ est un sous-¢-module filtré
de D.i5(p) de dimension 1 sur E sur lequel ¢ agit par multiplication par «;; si
val,(t2) = A2 + A3, D’ est un sous-¢-module filtré de D,,.;5(p) de dimension 2 sur
E sur lequel les valeurs propres de ¢ sont oy et as. On calcule alors :

(i) Sival,(t1) = As,

tn(D') = (dimg, E)val,(aq) < (dimg, E)val,(t1).
De plus, comme A3 < A\g +1 < A\; +2,0n a
tr(D') > (dimg, E)As = (dimg, E)val,(t;) > tx(D’).

Comme D..;5(p) est faiblement admissible, on a ty(D’) = tx(D’).
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(ii) Sivaly(t2) = Ao+ s,
tn(D") = (dimg, E)(val,(aq) + val,(as)) < (dimg, E)(1 + val,(t2)).
De plus, comme A3 < A\g +1 < A\; +2,0n a
tu(D') > (dimg, E) (X2 + A3 + 1) = (dimg, E)(1 4 val,(t2)) > tx(D").

Comme D..;5(p) est faiblement admissible, on a ty(D’) = tn (D).
Dans tous les cas, ty(D') = ty(D'). Le théoréme 5.8.4 impose alors que p|g,, n’est
pas irréductible. O

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme suivant, qui résume
toutes les conséquences du théoréme 6.2.6 en caractéristique p :

Théoréme 6.4.2. (Relévements de représentations et S)

Supposons que p|g,, est irréductible.

(A*) Pour tout poids de Serre local V' vu comme représentation de GLj(ky), le
FF,-espace vectoriel S(V) est de dimension finie.

(B*) Si V. = F(A1, Ay, A3) est un poids de Serre local tel que S(V)n # 0, alors
play, admet un relévement cristallin p : G, — GL3(Q,) de poids de Hodge-
Tate —(A\1 42, A2+ 1, X\3). De plus, les opérateurs de Hecke T ,, et Ty, agissent
de maniére nilpotente sur S(V)y.

(C*) Soient x : ]F‘;3 — @X un caractére primitif et V.= F(A1, Ao, A3) un poids
de Serre local tel que S(V)m # 0. En voyant R3(x) comme une représentation
de GL3(ky), si V est isomorphe & une composante de Jordan-Hélder d’une ré-
duction modulo p de R3(x), alors plg,, admet un relévement potentiellement
semi-stable p : G, — GL3(Q,) de poids de Hodge-Tate (—2,—1,0) et de type
d’inertie WD(p)|, = @aeGal(kw,g/kw) o(x o Art}iya).

(D*) Soient x1, X2, x3 : kjy = F) — @X trois caractéres distincts et V.= F (A1, A2, \3)
un poids de Serre local tel que S(V)yw # 0. Si V' est une composante de Jordan-
Hélder de Indgﬁ](ﬁ)(xl ® X2 ® X3), alors pla,, admet un relevement potentiel-

lement semi-stable p : G, — GL3(Q,) de poids de Hodge-Tate (—2,—1,0) et
de type d’inertie

WD(p)|1,, = x10Artp ® X0 Arty! @ x3 0 Arty. .

Démonstration. (A*) Si on note V = F), cela découle immédiatement du théo-
réme 6.2.6(A) et de injection S(Fy) — S(W)) ®ZE-

(B*) On note A = (A, A2, A3). Comme on dispose d’une injection S(F)) <
S(Wy) ®ZIETP et comme S(F))n # 0, par exactitude de la localisation, on dé-
duit que (S(Wy) ®7z F,)m # 0. On dispose de plus d’une surjection S(W,) —»
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S(Wy) 7z F,, et donc S(Wy)n # 0. En utilisant le théoréme 6.2.6(A), on ob-
tient aussi une injection S(Wy) < S(Wy) 7z Q,, doit (S(Wy) 7z Qp)m # 0.
Par conséquent, le théoréme 6.2.6(A)(B) impose que p|¢, admet un relévement
cristallin g : Gp, — GL3(Q,) de poids de Hodge-Tate —(A\; + 2, Aa + 1, A3).
Reste & prouver la nilpotence des opérateurs T ,, et Ty, sur S(V')n. Nous allons
bien sir la déduire des propriétés des opérateurs T w et Ty w al’aide de la propo-
sition 6.3.1. Considérons les opérateurs Ql w =T A3T1 w et ng = A2~ AST
Nous savons alors, grace a la proposition 6.3.1, que Qlw et ng stablhsent
S(Wy), que I'espace S(Fy) est stable sous l’actlon induite sur S(WWy) 7 F,, et

que Qlw et Q2w agissent comme 71, et Ty, sur S(F,\) Considérons oy et ay
dans F, des valeurs propres respectives de Q1 w et de ng sur (g(W,\) Q7 Fp)m
Correspondant a un méme vecteur propre et montrons que a; = as = 0, ce qui
permettra immédiatement de conclure que les actions de 17, et 1o, sur S(F))m
sont nilpotentes puisque 77 ,, et T3, commutent.

La Z -algébre commutative T7 [Q1 ws Qo w) agit sur le Z -module libre de type
fini S(W,\) Soit n le noyau du morphisme de Z, algebres 7 TP[Q1.w, Q2.00] —
’]I‘P/m = IF qui envoie Q1w sur o et ng sur ap. Comme oy et oy sont des
valeurs propres de QLw et de Qg,w correspondant au méme vecteur propre dans
(S(Wy) 7 F,)m et comme I'algébre TP[Q1.., Q.. est commutative, on déduit
que (S(W)) ®7z F F,). # 0. Par exactitude de la localisation, cela impose que
S(Wy)n # 0 et donc que (S(W)) ®ZQp)n # 0, puisque S(WWy) est un Z,-module
libre de type fini d’aprés le théoréme 6.2.6(A). Remarquons que (S(WWy) ®Z@)“
est le sous-espace vectoriel maximal de S(Wy) ®ZQTP sur lequel tous les éléments
de ']I‘P[Ql,w, @Q,w} qui ne sont pas dans n agissent de maniére inversible.
Considérons maintenant 'image A de TP [Q1..,, ng]@Z@ dans End@((g(W,\)®Z
Q,)n)- Le corps Q, étant algébriquement clos et l'algébre A étant commu-
tative, on voit qu’il existe une surjection de @—algébres n A —> @p telle
que Pespace propre associé a 7' dans (S(Wy) ®7z @Q,)n est non nul. Par consé-
quent, I'espace propre associé a n’ dans S (W) ®Z@p est aussi non nul. No-
tons alors 7 : TP[Qlw,QQ w] — @p la composée de l'application naturelle
TP[Q1.0, Q2.0] — A suivie de 77'.

Si a; # 0, alors 77(@1 w) serait une unité, et donc le posséderait une valeur

propre de valuation p-adique A3 sur S (WA Q7 Qp)m, ce qui impliquerait que p
ne soit pas irréductible d’aprés la proposition 6.4.1 et donc que p|g,, ne soit pas
irréductible. De méme, si as # 0, alors T](QQM) serait une unité, et donc Tgw
posséderait une valeur propre de valuation p-adique Ay + A3 sur S(WA Rz, @p)m,
ce qui impliquerait que p ne soit pas irréductible d’aprés la proposition 6.4.1
et donc que p|g, ne soit pas irréductible. Dans tous les cas, on arrive a une
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contradiction. Par conséquent, oy = ap = 0 et donc les actions de Tl,w et T}jw
sont bien nilpotentes.

(C*) e Montrons d’abord que V' est une sous-représentation d’une réduction de
R3(x). Comme dans 1’étape 1 de la démonstration de 5.16.1, on peut suppo-
ser que l'image de R3(x) : GL3(F,) — GLt1)p-1)2(Qp) est contenue dans
GLp11)(p-1)2(Op) pour une certaine extension finie E de Q, et que la réduc-
tion Rs(x) : GL3(F,) = GLpt1)p-1)2(Op/mg) contient déja une composante
de Jordan-Hoélder Vg telle que Vi ® E =V.

Notons R¥ le Op-réseau stable canonique de R3(x). Soit pr: RY — RE @0,
Opg/mg la projection canonique. Comme Vg est une composante de Jordan-
Holder de RY ®p, Op/mg, il existe une suite exacte :

telle que Vg s’injecte dans Yg. On a alors les inclusions mER{E - pr‘l(XE) -
RE. donc pr!(Xg) est un réseau stable de R3(x). De plus, on a une suite
exacte :
0— YE — pr_l(XE) ®OE (DE/mE — XE — 0.

Donc, en notant RY = pr=!(Xg), RY est un Opg-réseau stable de R3(x) tel
que Vg est une sous-représentation de R ®o, Op/mg. On en déduit que en
notant Ry = R(Jf ® Zp, Ry est un Z -réseau stable de R3(x) tel que V est une
sous-représentation de Ry ®7 F,.

e On dispose alors d’une injection S(V) — S(Ry ®z F F,). Comme S(V), #
0, cela impose que S(Ry ®Z ) # 0. Or nous disposons d’une injection

S(Ro®7, F F,) < S(Ro) ®z, [, compatible avec 'action de T”. Par conséquent,

(S(Ry) ®z, F F,)m # 0. De plus, d’aprés le théoréme 6.2.6(A), S(Ry S F,) =
S(Ry) ®z F,. On déduit alors que (S(Rp) ®z F F)m # 0 et que S(Rp)m # 0.
Le théoréme 6.2.6(A) affirme que S(RO) est un Z,-module libre de type fini
et que S(Ry) 7 Q, = S(Ry ®7z Q,), ce qui 1rnphque que S(R3(x))m # 0. Le
théoréme 6.2. 6(C) permet alors de conclure.

(D*) La preuve est tout a fait analogue a celle de (C*), en utilisant le théoréme
6.2.6(A)(D).
0

De toute cette partie sur les relévements de représentations, il suffira pour la suite
de retenir ce dernier théoréme.
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7 Comparaison des ensembles de poids locaux

Nous avons introduit deux ensembles de poids de Serre locaux associés a la repré-
sentation p : d’une part, ’ensemble W,,(p) constitué des poids de Serre locaux V/
tels que S(V)w # 0, et d’autre part, Uensemble des poids locaux prévus W, (pla,., )-
L’objectif de cette partie consiste a comparer ces deux ensembles.

Nous conservons ici toutes les hypothéses et notations de la section 4.1. Fixons
p: Gp — GLg(E) une représentation continue automorphe ainsi qu’une place
w de F divisant p. Notons v = w|p+ et considerons 7 une uniformisante de Op, .
Comme p est automorphe, nous pouvons utiliser la section 6. Supposons finalement
que p|g,, est irréductible et modérément ramifiée, de sorte que nous pouvons ap-
pliquer le théoréme 6.4.2 et que I'ensemble W, (p|c,, ) est bien défini.

7.1 Les poids locaux associés & une représentation sont sou-
vent des poids prévus

Théoréme 7.1.1. (Les poids locauzr associés a une représentation sont
souvent des poids prévus)

Soit (x,y,z) € (Z3)o un poids restreint local tel que l'une des deuzx conditions
sutvantes est satisfaite :

(i) © —z <p-—3.

(i) t—y<p—5y—z<p—5etx—z>p+1.

Dans ces conditions, si F(x,y,z) € Wy(p), alors F(z,y,z) € W, (plap,)-

Démonstration. (i) Supposons que F(z,y, z) € W, (p). D’aprés le théoréme 6.4.2(B*),
plc, admet un relévement cristallin g : Gp, — GL3(Q,) de poids de Hodge-
Tate —(x+2,y+ 1, 2). Considérons p' = pR@F,(—z—2) et §/ = pR@Q,(—z —2).
Dans ce cas, p’ est un relévement cristallin de p’ de poids de Hodge-Tate (0,z —
y+1l,x—2+42).

Comme dans l'étape 1 de la preuve du théoréme 5.16.1, on peut supposer
que p' arrive dans GL3(Op) pour E une extension finie de degré m de Q,.
De plus, comme dans I'étape 3 du méme théoréme, il existe un caractére y :
I, — (Op/mg)* tel que p'|;, = x ©XxP @ Y7 et y*° = y. Voyons /' comme
une représentation de dimension 3m sur Q, et p’ comme une représentation
de dimension au plus 3m sur F,. Notons p, = p' ®z, F, : c’est une repré-
sentation de Gp, sur F, de dimension 3m. On remarque alors que p’ est un
quotient de p,. Nous allons utiliser la théorie de Fontaine-Laffaille. Comme
z—2z+2 < p—2, le théoréme 5.13.5 entraine l'existence de M € FL?
tel que 17, (M) = p,. En appliquant la proposition 5.13.6 de la théorie de

Fontaine-Laffaille, on déduit que y est wg(yfmflﬂpz(zfx*m, wéyﬂ*lﬂp(z*m%),
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wéZ*I*ZHPZ(yfwfl), w§97w71)+p2(27172) w§27%2)+p(yﬂfl) ol wg(Z*I*ZHPQ(y*I*l).

On en déduit que plr, = 7(& (z + 2,y + 1,2)) pour § un cycle d’ordre 3.
On en déduit immeédiatement que F(z,y,z) € W (pla,, )-

(ii) Supposons que F(z,y,z) € Wy (p). Notons a =y, b = x — (p—1) et ¢ =
z. D’aprés le théoréme 3.3.3, la représentation W(b+ p — 1,a,c¢) est un sous-

quotient de ]ndgi?;klg)([.]“ ® []°®[.]¢), et donc, en appliquant la proposition
3 w
3.3.4, F(z,y, z) est une composante de Jordan-Holder de Ind<** ) ([ ] @ [ ® [ ]°).

.
Par conséquent, d’aprés le théoreme 6.4.2(D*), plg,., admef 3u(rliwzelévement po-
tentiellement semi-stable p : Gp, — GL3(Q,) de poids de Hodge-Tate (-2, —1,0)
et de type d’inertie

WD(p)|1y, = []*0Arty' @ []Po Arty' @[]0 Arty!

20" P chb P W “.

Le théoréme 5.16.1 impose alors que

plr, = 7((123),(a+ ap,c+ az, b+ ay))
7((123),(y+ ap, 2+ as,z —p+1+ay))
~7((132),(y+ag,z—p+1+a,z+a)) (1)

I

ou
plr, =7((123),(a+2—az,b+2—a,c+2—ap))
~27((123),(y+2—ag,z—p+3—a,z+2—ag)) (2)
avec (ag,a1,az) € {(1,1,1),(1,2,0),(2,1,0)}.

Notons maintenant eg =y + 1, e, =z — (p — 1) et e = z — 1. Considérons le
caractére de F s donné par y = [.]60”61*?262. D’aprés le théoréme 3.3.3, la repré-

sentation W(e; +p — 1,ep — 1, e5 + 1) est un sous-quotient de R3(x), et donc, en
appliquant la proposition 3.3.4, F'(z,y, z) est une composante de Jordan-Holder
de R3(x). Par conséquent, d’aprés le théoreme 6.4.2(C*), p|g,, admet un reléve-
ment potentiellement semi-stable p : Gp, — GLg(@) de poids de Hodge-Tate
(—2,—1,0) et de type d’inertie

WD), = € olxoArts )
oc€Gal(kw,3/kw)

~ @§0+pe1+p262 @ @§1+p62+p260 @ &‘)§2+p50+p231.

Par conséquent, le théoréme 5.16.1 permet de conclure que

plr, = 7((123),(e0 + ao, 2 + az, €1 + a1))
~7((123),(y+1+ap,z—1+ayz—p+1+a))
~7((132),(y+14apz—p+14+a,z2—14a)) (3)
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avec (ag, a1, az) € {(0,2,1),(1,1,1),(1,2,0)} ou

plr, 2 7((123),(eo + ag, 1 + ag, e2 + ay))
~27((123),(y+14+ap,z—p+1l4ay,z—14+ay)) (4)
ot (ag, a1, a) € {(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2), (1,1, 1), (1,2,0), (2,0,1), (2,1,0)}.
Notons finalement e, = v+ 1, ¢} = 2+ p— 1 et ), = y — 1. Considérons le
caractére de Fs donné par x' = [.}elﬁpe'ﬁp%f). D’aprés le théoréme 3.3.3, la re-

présentation W(—e} +p — 1, —ey — 1, —eg + 1) est un sous-quotient de R3(y'~1),
et donc, en appliquant la proposition 3.3.4, F'(—z, —y, —z) est une composante
de Jordan-Holder de R3(x~1). On en déduit que F(z,y, z) est une composante
de Jordan-Holder de R3(x), et donc, d’aprés le théoréme 6.4.2(C*), plg,, ad-
met un relévement potentiellement semi-stable p' : G, — GL3(Q,) de poids de
Hodge-Tate (—2,—1,0) et de type d’inertie

WD), = P ol oArts )
o€Gal(kw.3/kw)

~ el +pe +p2€, ~eh+pe! +p2e' ~ e +pe! +p2e'
Y w32 1 0 @ w30 2 1 EB w31 0 2.

Par conséquent, le théoréme 5.16.1 permet de conclure que

pl, =7((123),(ey+2—ag, e +2—as, €} +2—ay))
=7((123),(y+2—ap,z—p+3—ayz+2—a)) (5)

avec (ag, a1, az) € {(0,2,1),(1,1,1),(1,2,0)} ou

/0|Ip ~7((123),(eh +2—ag, €] +2—az,eg+2—ay))
27—((123)7(y+2_a072+1—0271‘—]9—1-4—@1))
=7((132),(y+2—ap,v—p+d—a,z+1-a)) (6)

et (ap, a1, a2) € {(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2), (1,1,1), (1,2,0),(2,0,1),(2,1,0)}. La

remarque 4.4.1 permet d’établir que les cas (1), (3), (6) sont distincts des cas

(2), (4), (5). Par conséquent, nous sommes dans 'un des cas suivants :

e les alternatives (1), (3) et (6) sont satisfaites. Dans ce cas, on observe grace a la
remarque 4.4.1 que la possibilité p[;, = 7((1 3 2), (y+ag,z—p+1+a, 2+az))
avec (ag,ay,az) = (1,1,1) ne figure pas parmi les possiblités décrites en (3).
On en déduit que pl;, = 7((1 3 2),(y + ap,z —p + 1 + a1,z + az)) avec
(ag, a1, as) € {(1,2,0),(2,1,0)}.

e les alternatives (2), (4) et (5) sont satisfaites. Dans ce cas, on observe grace
a la remarque 4.4.1 que la possibilité p|;, = 7((123),(y+2 —as,z —p+3 —
ai,z + 2 — ag)) avec (ag,ar,as) = (1,2,0) ne figure pas parmi les possiblités
décrites en (5). On en déduit que p|;, = 7((1 2 3), (y+aog, x—p+1+ar, z+az))
avec (ag,a1,a2) € {(1,1,1),(2,1,0)}.
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Supposons par exemple que p|;, = 7((132),(y+ 1,2 —p+3,2)). On a alors :

p‘lp %7—((132)’(27y+17$_p+3))
Comme p?+p+1 ne divise pas (z+p) +p(z —p+2)+p*(y+1), cela impose que
(z+p,y+1,z—p+2) € C(p). Comme F(z+p—2,y,x—p+2) est dans lalcove
inférieure, F(z,y,2) € A(z+p,y + 1, — p+2). Donc F(z,y,2) € W, (play,)-

Les trois autres cas sont analogues.

]

7.2 Les poids locaux prévus sont souvent des poids associés
a la représentation

Nous allons maintenant prouver que, sous certaines hypothéses, les poids locaux
prévus sont dans W, (p). Commecons tout d’abord par un lemme technique :

Lemme 7.2.1. (Un isomorphisme de compatibilité avec la localisation)
Pour tout sous-groupe ouvert compact U de GL3(Og,), la dimension de SY est
finie, et si V est un E—espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
continue de GL3(Op,), on a un isomorphisme naturel :

S(V)m = (V O, S ) EL3(Or0)

Démonstration. Soit U un sous-groupe ouvert compact de GL3(Op,). La loi de
réciprocité de Frobenius impose alors que :

SY =~ Homy(F,, S) = HomGLg(@Fw)(IndgL?’(oF“’)E, S).

Par conséquent, dim(SY) est inférieure ou égale a la somme des dimensions des
Homgryop,)(V',S) = S(V'V) poour V' décrivant les composantes de Jordan-

Holder de [ndgLB(OFw)ItTp. Le théoréme 6.4.2(A*) permet alors de conclure que
dim(SY) < .

Soit maintenant V un F,-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
continue de GL3(Op,). Comme laction de GL3(Op, ) sur S est continue, on a :

V ®ES = U(V ®F, SU),
U

ot U décrit les sous-groupes ouverts compacts distingués de GL3(Op,). Comme
les actions de GL3(Op,) et de T” sur S commutent, on en déduit :

S(V)m = ling <(V R, SU)GLB(OFw>>
U

m
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et :
GLy(Or,)
(V @5, S) 5 O) 2l (V 05, 8)n)
U

Nous avons vu que V' ®F, SY est de dimension finie. Par conséquent, (V/ ®F, S
est le sous-espace maximal de V ®g SY sur lequel tout élément de T” qui n’est

pas dans m agit de maniére inversible, et ((V O, SU)GL3(OFw)> est le sous-espace
m

maximal de (V @ SUYELs(Oru) sur lequel tout élément de T” qui n’est pas dans
m agit de maniére inversible. On en déduit que le morphisme naturel :

((V R SU)GLS(OFw)>m N ((V - SU)m) GL3(Op,)

est un isomorphisme. O

D’aprés le théoréme 6.4.2(B*), si V est un poids de Serre local tel que S(V),, # 0,
alors l'action des opérateurs T3, et Tb, sur S(V), n'est pas injective. Dans la
suite, nous allons montrer que cela entraine que S(V’), # 0 pour un poids de Serre
local V' autre que V. Ainsi, en appliquant de nombreuses fois de suite ce principe,
a partir d'un poids V' € W,(p), nous pourrons trouver successivement d’autres
poids de Serre locaux V', V" ... dans W, (p), et nous verrons que nous obtenons
tous les poids de W, (pla,, ) par ce procédé, de sorte que W, (pla, ) € Wu(p).
Pour ce faire, étudions un peu plus les opérateurs 7, ,, :

Proposition 7.2.2. (Factorisation de T),,,)
Soit V' un poids de Serre local. Soient p € X,.(T3) et t = u(m), avec py < pg < pig.
En notant K = GL3(Og,), on dispose alors d’un diagramme commutatif :

K
(V @ Sn)K— ((JndK VN-lhe)) @ Sm>

KntKt—1

1

(V ®E Sm)K

la fleche verticale étant induite par la réciprocité de Frobenius.

Démonstration. Soit x € (V ®g; Sw)X. Trouvons 71,...,74 € K tels que K =
[T (K NtKt Yy Alors KtK = L, Kt 'Kt 0 K)t ™'y = UL, Kty Si
i # j, alors vyt € tKt!, dlon (1) (t71y;) 7t € K. Par conséquent, KtK =

H?:1 Ktil%‘-
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On calcule alors :

Twr= Y, (Tw(y)ey e
"/eK\GLB(Fw)
= Y. (TuOhHer e
VEK\Kt-1K
d
= (Tuwlyi't) @y )
i=1
d

=2 (7 @ ) (Tuw(t) @ t)e
= D, Oler

ye(KNtKt—1)\K

ot y = (T, (1) @t)x € VN-ulkw) ®g, Sm- Remarquons que, si v € KNtKt!, alors

W = (Tuw(vt) @ ()2 = (Tuw(t) @ 1)(E )z = y.

D’oil y € (VNfu(kw) ®E Sm)Kﬁthfl.
Pourvy € K et u € VN-+5v) notons maintenant [, u] 'élément de Ind®% ., VN-nkw)
a support dans (K NtKt ')y envoyant v sur u. Notons aussi [, -] Papplication

VN=uBu) — gk VN=ulkw) envoyant u sur [y, u], et posons :

o7 Z (. T@v )y € IndllgthtflvN_“(kw) O, St
ye(KNtKt—1)\K

On vérifie immédiatement que z est fixé par K. Par conséquent, y — 2z défi-

K
nit un morphisme (V) g Spp ) KT <(Ind§mﬁ<t,1 VN-nlkw)) @p Sm> :

qui est en fait un isomorphisme d’inverse défini par f ® s — f(Id) ® s pour

fendk o, VN-+F) et s € Sy. Posons i(z) = z.

K K
Nous avons ainsi défini un morphisme 7 : (V O, Sm) — ((]ndﬁtht_lvau(kw)) R, Sm>

Soit 12V = VN, (k) = VU(ke) & ]FTp (le choix du dernier isomorphisme est ar-
bitraire), et considérons z € Ker(i). Alors comme y — z est un isomorphisme,
(T,w(t) @ )z = 0, et donc, par définition de 7),,, et de n, on a (n ® t)z = 0.
Comme V est une représentation irréductible de K, il en est de méme de V'V, et,
par conséquent, 7 engendre V¥ comme représentation de K. Comme de plus z est
fixé par K, on déduit que pour tout ¢ € V'V il existe 7, € K tel que (p®ty,)z = 0.
Etant donné que 7, définit un isomorphisme de Sy, cela impose que x = 0, d’otl
I'injectivité de .
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K
Maintenant, considérons le morphisme naturel ¢ : ((Indflgmtm,l Y N=u(kw)) QF, Sm) —

K
(V O, Sm) induit par la réciprocité de Frobenius. Plus précisément, 1) envoie
[v,u] ® s sur 7 'u® s pour v € K, u € VN-ulbw) et s € S,. On remarque alors
K
que, pour x € <V O, Sm> :

Y(i(r)) = ¢ Y (e Ty

ve(KNtKt—1)\K

= Y. (e

ye(KNtKt=1)\K

=T, wT.

Cette proposition entraine le corollaire important suivant :

Corollaire 7.2.3. (Non injectivité de T, ,,)

Soit V' un poids de Serre local. Notons toujours K = GL3(Op,). Soit u € X.(T)
tel que 1 < pro < pg et T, n'est pas injectif sur S(V)w. Alors il existe une
composante de Jordan-Holder V' de Ker([ndgtht_IVN*M(kw) — V) telle que
SV # 0.

Démonstration. Considérons une suite de Jordan-Holder :

0=Vo CWVi C..CVy= Ker(Ind% 1 VN-rlkw) 5 7).

=

Supposons que, pour tout 0 < i < d— 1, S(Viy1/Vi)m = 0. Alors, pour tout i,
on a S(Vi)m 22 S(Vig1)m, et done S (Ker(Ind'S, 1 VN+*) = V)) =0. On en
déduit que Ker (S (Indgﬂth_IVN*“(kw))m — S(V)m) = 0, et donc que T}, est
injectif sur S(V') d’aprés la proposition précédente : contradiction ! ]

Rappelons que nous avons défini les deux sous-groupes paraboliques de GL3(IF,)
suivants :

*
P(Jlr,Q) (FP) = 0 )
0
Xk
P(;,1)<FP) =\ * *
0 0

Nous aurons besoin dans la suite de proposition suivante qui concerne la théorie
des représentations :
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Proposition 7.2.4. (Composantes de Jordan-Hélder de certaines induc-
tions paraboliques)

Soit (a,b,c) € Z3 tel quea >b>ceta—c<p—1.

(1) Les composantes de Jordan-Hdélder de Ind®%s ) (F(a) ® F(b,c)) sont :

Pl 5 (Fp)

F(b,c,a—p+1),F(b+p—1,a,¢), F(a,b,c).

(11) Les composantes de Jordan-Holder de IndifS(lig))(F(a) ®F(c,b—p+1)) sont :
(1,2)Fr

F(C+p_17b7a_p+1)7F(C+p_17aab)7F(C+p_27aab+1>a
Fla—1,b,c+1),F(b—1,c,a—p+2),F(a,ce,b—p+1).
Démonstration. On pourra aller voir le lemme 6.1.1 de [EGH]. O

Grace a la proposition précédente, nous pouvons donner une version beaucoup plus
explicite du corollaire 7.2.3 dans les cas ot p = (0,0,1) et = (0,1,1) :

Proposition 7.2.5. Soit (z,y,z) € (Z3)o un poids restreint, et notons V =

F(z,y,2).

(i) Supposons quex >y >z, x—z < p—1 et que T\, n'est pas injectif sur S(V )m.
Alors S(V')w # 0 pour V' l'un des deux poids de Serre locauz :

F(z+p_17xay)7F(x7Zay_p+]‘)

(ii) Supposons que x >y > z, v —z < p — 1 et que Ty, n'est pas injectif sur
S(V)m. Alors S(V')m # 0 pour V' l'un des deux poids de Serre locaux :

F(y,Z,$—p+1),F(y+p—1,1’,,2).

(i) Supposons quex —y <p—1,y—z<p—1,x—2z>p—1 et que Ty, nlest
pas injectif sur S(V ). Alors S(V')w # 0 pour V' lun des cing poids de Serre
locauz :

F(I,Z—l-p—l,y),F(Q?—1,Z+p—1,y+1>,F<y—1,l’—p+1,Z+1>,

(iv) Supposons que v —y <p—1,y—z<p—1,x—2>p—1 et que Ty, nest
pas injectif sur S(V ). Alors S(V' ) # 0 pour V' Pun des cing poids de Serre
locauz :

F(y,x—p—i—l,z),F(y—1,x—p—|—1,z+1),F(m—1,z—i—p—1,y+1),

Flz4+p—=2,y,0 —p+2), F(y,z,x — 2p+ 2).
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Démonstration. Notons K = GL3(Op, ).
(i) Considérons p = (0,0, 1). D’aprés la proposition 7.2.3, il existe une composante
de Jordan-Hoélder V' de Ker([ndmw V-1V Ny (k) — V) telle que (V' @

Sm) #£ 0 et donc telle que S(V')y, #0 d’ apres le lemme 7.2.1. Or, étant donné
que Ker(K — GL3(F,)) est contenu dans K N p(m)Kpu(r)~! et que Pimage de
K Np(m)Kp(r)~" dans GLs(F,) est P ) (F,), on a:

K N_,(ky) ~ GL3(Fp) 1/N_ (Fp)
Indg o g V0 = In dpél)(;p)v n(Fp

De plus, d’aprés 3.4.1, VN-u») = Pz 4)® F(2), et donc V' est une composante

de Jordan-Hélder de Indif3 IZ’;))(F(I, y) ® F(z)). On remarque alors que, dans
@y

le groupe de Grothendieck :

Ind?2 ) (F(x,y) @ F(2)) 2 Indo ") (F(2) ® F(z,y))
(2, 1)(IFP) 1 2)(]FP)

= Indy ) (F(z+p—1) ® F(z.y))
Pl 5 (Fp)
Comme z4+p—1>x>yetz+p—1—y<p—1,enprenant a =z+p—1,
b=z et ¢ =y, la proposition 7.2.4(i) impose alors que V' est F(z+p—1,z,9)
ou F(z,z,y—p+1).
(ii) Considérons = (0, 1,1). D’aprés la proposition 7.2.3, il existe une composante
de Jordan-Hélder V' de Ker(lndKW ) K () L VN=ulke) V) telle que (V' O
Sa)X # 0 et donc telle que S(V')y # 0 d’aprés le lemme 7.2.1. Or, étant donné
que Ker(K — GL3(F,)) est contenu dans K N p(m)Kpu(r)~! et que Vimage de
KN u(m)Kp(m)~! dans GL3(F,) est P(JLQ)(IFP), on a :

K N_p(kw) GL3(Fp) v/ N_,.(Fp)
T SN ~ I dpa ! ) V),
Or, d’aprés 3.4.1, VN-uFe) = P(3) @ F(y,2), et donc V' est une composante

de Jordan-Hélder de ]ndGL" ]i ))(F(x) ® F(y,z)). En prenant a = z, b = y

et ¢ = z, la proposition 7. 2 4( ) impose alors que V' est F'(y,z,x —p+ 1) ou
Fly+p—1,z,2).
(iii) Comme en (i), on trouve V’ comme composante de Jordan-Hélder de :

Ind} 0 (F(2)@F (2,9)) = Ind720 ) (F(z42(p-1))©F (2, (y+p—1)—p+1)).
12) P (1,2)\°P

[application de la proposition 7.2.4(ii) avec a = z+2(p—1), b=y +p—1 et
¢ = x permet de conclure.
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(iv) Comme en (ii), on trouve V' comme composante de Jordan-Holder de :

Indy 20 (F(a) @ Fly,2) = Ind\* ) (F(0) ® F(y. (= +p = 1) =p+1)).
(1,2)(Fp) P(1,2)(]Fp)

L’application de la proposition 7.2.4(ii) avec a = z, b = z+p—1 et ¢ = y permet
de conclure.

[]

Rassemblons maintenant toutes les idées que nous avons développées dans cette
section pour prouver le théoréme :

Théoréme 7.2.6. Soit (a,b,c) € Z® tel quea—b>5,b—c>4deta—c<p-—T,
et supposons l'une des deux conditions suivantes :

(1) On a un isomorphisme plr, =7((123),(a+2,b+1,c).

(1I) On a un isomorphisme plj @ wi=7r((123),(a+2,0+1,¢)).

Alors Woenw(p) = Wi(plar,) 0u Woenw(p) = 0.

Démonstration. Prouvons d’abord le théoréme en supposant (I). La premiére étape
consiste & donner une description explicite de ’ensemble des poids locaux prévus
Wi (play, ) & laide de la proposition 4.4.5. Il nous faut donc d’abord déterminer
I'ensemble C(p), qui est décrit par la proposition 4.4.6. Les hypothéses sur a, b, ¢
imposent immédiatement que nous sommes dans le cas (C') de la proposition 4.4.6
avec e = (a+2) +p(b+1) +p’c, eo = a+2,e; = b+ 1 et es = c. Par conséquent :

Clp) ={la+2,b+1,¢),(b+2,c,a+2=p) (c+pa+tlb+l)
(c+p,b—|—2,a—p+1),(a+2,c—|—1,b—i—1—p),(b—|—1—i—p,a+2,c—1)}

puisque tous les poids précédents sont dans X;(73). Les poids (a+2,b+1,¢), (b+
2,c,a+2—p),(c+p,a+ 1,0+ 1) sont dans l'alcove inférieure alors que les poids
(c+p,b+2,a—p+1),(a+2,c+1,b+1—p),(b+1+p,a+2,¢c— 1) sont dans
I’alcove supérieure, d’ou :

Ala+2,b+1,¢) ={F(a,b,c), F(c+p—2,b,a—p+2)},
b+2,c,a+2—p)={F(b,c—1,a+2—p),Fla,c—1,b—p+2)},
(c+pa+1,b+1)={F(c+p—2,a,b+1),F(b+p—1,a,¢)},
(c+pb+2,a—p+1)={F(c+p—2,b+1,a—p+1)},
(a+2,c+1,b+1—p)={F(a,c,b+1—p)},
b+14+pa+2,c—1)={Fb-1+pa+1l,c—1)}.

PPN P
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On déduit alors de la proposition 4.4.5 que :

W;(p‘GFw) = {F(a,b,c),F(b,c—17a+2—p),F(c+p—2,a,b—}-1),
Flc+p—-2,bja—p+2),Fla,c—1,b—p+2),F(b+p—1,a,c),
F(C+p—2,b+17a—p—|—1),F(a,c,b+1—p),F(b—1+p,a+1,c—1)}

ol les trois premiers poids sont dans I’alcdve inférieure et les six derniers poids sont

dans I’alcove supérieure. On remarque immédiatement grace au corollaire 3.2.4 que

ces neuf poids sont deux a deux non isomorphes. Les conditions sur a, b, c imposent
que ces neuf poids sont génériques.

Soit V' € Wyenw(p). Le théoreme 7.1.1 impose alors que V € W[ (p|g,, ). Neuf

possibilités se présentent donc :

(i) Supposons que V = F(a, b, c). Le théoréme 6.4.2(B*) impose que 17, n’est pas
injectif sur S(V)y. Par conséquent, d’aprés la proposition 7.2.5(i), S(V')n # 0
pour V! = F(c+p—1,a,b) ou pour V' = F(a,e,b—p+1). SiV' = F(c+p—
1,a,b), alors F(c+p—1,a,b) € W/(pla,, ) en vertu du théoréme 7.1.1. Comme
c+p—1—0b<p-—5, cela entraine que V' devrait étre isomorphe a F'(a,b,c), a
F(b,c—1,a+2—p)oua F(c+p—2,a,b+ 1), mais ce n’est pas le cas. Donc
V'=F(a,c,b—p+1)et Fla,c,b—p+1) € Wy(p).

De méme, en travaillant avec 75, au lieu de T} ,, on montre que F(b+ p —
1,a,c) € Wy(p).

(ii) Supposons que V = F(b,c —1,a+ 2 — p). Comme en (i), on prouve alors que
F(ba—p+2,c—p)et F(c+p—2,b,a—p+ 2) sont dans W, (p).

(iii) Supposons que V = F(c+p—2,a,b+ 1). Comme en (i), on prouve alors que
Flc+p—2,b+1,a—p+1)et Fla+p—1,c+p—2,b+1) sont dans W, (p).

(iv) Supposons que V = F(c+p—2,b,a—p+2). Le théoréme 6.4.2(B*) impose que
Ty, nest pas injectif sur S(V'),. Par conséquent, d’aprés la proposition 7.2.5(iii),
S(Vm #0pour V! = Flc+p—2,a+1,b), V' = Flc+p—3,a+1,b+ 1),
Vi=Fb-1,c—1,a—p+3), V' =F(a,b,c)ou V' = F(a+1,c—1,b—p+1).
De plus, V' doit appartenir a W, (|, ) en vertu du théoréme 7.1.1. On vérifie
aisément que cela entraine que V' = F'(a, b, ¢) et donc que F(a,b,c) € Wy, (p).

(v) Supposons que V = F(a,c—1,b—p+2). Comme en (iv), on prouve alors que
F(b,c—1,a —p+2) est dans W, (p).

(vi) Supposons que V = F(b+ p — 1,a,c). Comme en (iv), on prouve alors que
F(c+p—2,a,b+ 1) est dans W, (p).

(vii) Supposons que V = F(c+p—2,b+1,a—p+1). Le théoréme 6.4.2(B*) impose
que Ty, n'est pas injectif sur S(V),. Par conséquent, d’aprés la proposition
7.2.5(iv), S(V)m # O pour V' = F(b+1,c—1,a—p+1), V' = F(b,c—1,a—p+2),
Vi=Fc+p—-3,a,0+2),V =Fa—-1,b+1,c)ouV' = Fb+1l,a—p-+
1,¢ — p). De plus, V' doit appartenir a W, (p|c,, ) en vertu du théoréme 7.1.1.
On vérifie aisément que cela entraine que V' = F(b,c — 1,a — p+2) et donc que
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F(b,c—1,a—p+2) € Wy(p).

(viii) Supposons que V = F(a,c,b+ 1 — p). Comme en (vii), on prouve alors que
F(c+p—2,a,b+ 1) est dans W, (p).

(ix) Supposons que V = F(b—1+p,a+1,c—1). Comme en (vii), on prouve alors
que F(a,b,c) est dans W, (p).

Voici un schéma de la situation :

Fla.cb-p+1}

Flc+p-2,ab+1)

Flc+p-2bap+2)

Fla.c-1b-p+2)

Fib+p-1,a+1,c-1
(rp-dad ) Fle+p-2b+1,ap+1)

Fibc-1ap+2)

Chaque fleche F} — F5 signifie que, si Fy € Wy (p), alors Fy € Wy, (p). Les fleches
grises correspondent a la non injectivité de T}, et les fléches noires a la non
injectivité de 15 .

On voit immédiatement que, si Wyen o (p) # 0, alors W (play, ) € Wyenw(p), et le
théoréme 7.1.1 entraine que Wenw(p) € W (play, ), d'on

Woenw(p) = Wi (plag, ).
Prouvons maintenant le théoréme en supposant (II). Remarquons que W, (pl¢, ®

97



w?) = Wl (play, )" Par conséquent :

W, (plaw,) = {F(—c,—b,—a), F(—a—2+p,—c+1,-b), F(~b—1,—a,—c — p +2),
F(— a+p 2,—-b,—c—p+2),F(=b+p—2,—c+1,—a),
F(—c¢,—a,-b—p+1),F(—a+p—1,-b—1,—c—p+2),
F(—b—1+p,—c,—a),F(—c+1,—a—1,—b+1—p)}

)

Ces neuf poids sont bien génériques. De maniére tout a fait analogue a la preuve
dans le cas ou I'on supposait (I), on peut résumer la situation par le diagramme
suivant :

Fi-b+p-1 -c-a)

Fi-c-b-a
Fi-b-1-a-c-p+2)

Fi-a+p-2 -b-c-p+2

Fi-b+p-2 -c+1 -3)

Fi-c+1-a-1-b-p+1
Fl-a+p-1 -b-1-c-p+2)

Flasp.2 c+1.b]

Comme avant, chaque flache F; — F; signifie que, si F; € Wy, (p), alors Fy €
W(p), les fléches grises correspondent & la non injectivité de 77, et les fleches
noires a la non injectivité de 75 ,,. On conclut alors exactement de la méme maniére
que lorsque l'on avait supposé (I). ]

Toutes les idées importantes ont été développées dans la preuve précédente. Nous
pouvons maintenant prouver un corollaire facile, mais dont I’énoncé est plus élé-
gant, du théoréme précédent :
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Corollaire 7.2.7. (Les poids locauzx prévus sont souvent des poids associés
G la représentation)
Si W (p) contient un poids de Serre local fortement générique, alors

Woenw(p) = W, (plan, )-

Démonstration. Nous allons montrer que les hypothéses du théoréme précédent

sont satisfaites. Soit F'(z,y, z) un poids de Serre local fortement générique dans

W (p). Le théoréme 7.1.1 impose alors que F(z,y, z) € W, (p|ay, ), et donc, d’apres

la proposition 4.4.5, il existe un poids restreint (a’,b',c’) et w € Wy tels que

(w, (¢, ¥, ")) est bon, p|;, = 7(w, (d,V,)) et F(z,y,z) € A((d,V,c)). Rappe-

lons que, si F' = F(a' — 2,V — 1,c),¢q, alors A((a', 0, ")) est {F'} ou {F, R(F)}.

Comme (z,y, ) est fortement générique, deux cas se présentent :

(i) Supposons que  —z < p—8. Dans ce cas, F'(z,y, z) est dans 'alcove inférieure
et ne peut donc pas étre R(F). Par conséquent, F(x,y,z) = F, d'ot z =d' — 2
mod p—1,y =0 —1 mod p—1letz=c¢ mod p—1, et on déduit immédiatement
que (z,y,2) € (o' —2,0 = 1,) + (p — 1)Z(1,1,1). Cela impose que p|;, =
T(w, (r+2,y+1,2)). Siw = (123), alors p[;, = 7((123),(a+2,b+1,¢)) avec
(a,b,¢) = (z,y,2). Siw = (13 2), alors p|f @wi =7((123),(a+2,0+1,¢))
avec (a,b,c) = (—z,—y, —x).

(ii) Supposons que x — z > p + 6.

e Supposons de plus que F(z,y,2) = F. Comme avant on a (z,y,z) € (a’ +
2,0'+1,c)+(p—1)Z(1,1,1), et cela impose que p|;, = 7(w, (x+2,y+1, 2)). Si
w = (123),alors pl] ®wi =7((132),(~2+2,—y+1,—x)) =7((123),(a+
2,b+1,c¢)) avec (a,b,¢) = (—z+p—1,—y—1,—2—p+2). Siw = (1 3 2), alors
plr, =7((123),(a+2,b+1,¢)) avec (a,b,c) = (¢ +p—Ly—1,x —p+2),

e Supposons que F(z,y,z) = R(F). On vérifie aisément que (z,y,2) € (¢ +
p—2,0 —1,a —p)+(p—1)Z(1,1,1). Donc dans ce cas, p|;, est isomorphe a
7(w, (z4+p,y+1,v—p+2)). Siw = (1 2 3), alors p|;, = 7((1 2 3), (a+2,b+1,¢))
avec (a,b,¢c) = (2 +p—2,y,2 —p+2). Si w = (1 3 2), alors p|} ®wi =
7((123),(a+ 2,0+ 1,¢)) avec (a,b,¢c) = (—x+p—2,—y,—2 — p+2).

Dans tous les cas, nous avons trouvé un triplet d’entiers (a, b, c) tel que a —b > 5,

b—c>4,a—c<p—Tet tel que I'un des deux isomorphismes p|;, = 7((1 2 3), (a+

2,b+1,¢)) ou ply ® wi = 7((123),(a+2,b+1,c)) est vrai. Le théoréme 7.2.6

permet donc immédiatement de conclure. O

8 Ensemble des poids de Serre globaux d’une re-
présentation automorphe

Dans la section précédente, nous avons étudié le probléme local qui consiste a com-
parer les ensembles W, (p) et W (pla,, )- Le théoremes 7.1.1 et 7.2.6 répondaient
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a cette question. Nous voulons maintenant traiter le probléme global consistant a
comparer les ensembles W (p) et W7 (p).

8.1 Théoréme principal : comparaison des ensembles de poids
globaux

Plagons-nous dans le contexte général décrit dans la section 4.1.

Théoréme 8.1.1. (Comparaison de W(p) et de W*(p))
Soit p: Gp — GLg(E) une représentation continue telle que, pour toute place w
de I divisant p, plg,, est irréductible et modérément ramifice. Alors :
(i) on a :
Wen(p) € W (p).

(ii) si p est automorphe pour un certain poids de Serre global fortement générique,
alors

Waen(p) = W (p).
Démonstration.

(i) Considérons un poids de Serre global F,, € W, (p), a étant un poids restreint
global. Fixons une place w de F' divisant p et notons v = w|g,, . Par définition, il
existe un sous-groupe ouvert compact U de G(AZY") x [ [, G(Op+) non ramifié en
p et une partie cofinie P de Py ne contenant que des places ou pvest non ramifiée
tels que, si m désigne Iidéal maximal de T” associé & la représentation p, on a
S(U, Fy)m # 0. Comme U est non ramifié en p, on peut écrire U = G(Op+) x U", ot
U" est un sous-groupe ouvert compact de G(AZY) X [0z, Q(OF:/). Le lemme
6.2.1(ii) impose un isomorphisme :

S(Fa,) = S(U, Fa),

et donc
S(Fu)m = S(U, Fy)n-

Comme S(U, F,)n # 0, on déduit que S(F,,)m # 0 et donc F,, € W, (p). Comme
F, est générique, I'application du théoréme 7.1.1 entraine que F,, € W;(P|GFM)'
Cela étant vrai pour toute place w de F' divisant p, on conclut que F, € W7(p).

(ii) On sait que We,(p) € W'(p) d’aprés (i). Soient F, un poids de Serre global
fortement générique dans W (p) et F,, un poids de Serre global dans W7(p). Notons
V1, V2, ..., Uy les places de F'™ au-dessus de p. Par hypothése, F, = Q) Fa,, €
Waen(p). Comme en (i), cela entraine que F,, € Wy, (p), ot w; désigne une place
de F' au-dessus de v;. De plus, le poids F,, étant fortement générique, le théoréme
7.2.6 impose que Wyen ., (p) = W, (pler,, )> et donc que Fy € Wepw, (p). Par

w1

100



conséquent, en appliquant le lemme 6.2.1(ii) comme précédemment, on déduit que
F%l ® ®?:2 Favi € Wgen(p)'
On recommence maintenant avec v, et par le méme procédé, on prouve que Fy ®
Fazv2 R Qs F,, € Wen(p). Et continue ainsi avec vs, vy,..., pour obtenir & la fin
que F, € Wen(p). Par conséquent, Wee,(p) = W (p).

]

8.2 Exemples

Considérons un cas trés particulier. Fixons p = 23 et considérons les corps '™ = Q,

F = Q(W=7) et K = F(Cr,{/p). Comme Op = Z[™Y=T] et X2 — X +2 =

(X —10)(X +9) sur Z/pZ, le premier p est totalement décomposé dans F'. Notons

w et we les deux places de I au-dessus de p. On sait alors que Fy, = Q, et Fiye = Q,,.

Etudions 'extension Q(y/p, ¢7)/Q.

e L’extension Q((7)/Q est une extension galoisienne de degré 6 et de discriminant
+7°. Elle est donc non ramifiée en p, l'indice de ramification en p est e, =1,le
degré d’intertie est f, = 3 puisque 3 est le plus petit entier naturel non nul f;
tel que p/» =1 mod 7, et il y a g, = 2 idéaux premiers dans Q((7) au-dessus
de p.

e D’autre part, Q(y/p) est le corps de rupture du polynéome d’Eisentein X" —psur
Q. D’aprés la théorie de Kummer, on déduit que ({/p) est premier dans Q(y/p),
d’indice de ramification ej = 7 et de degré d’inertie f/ = 1.

Par conséquent, Q((7, /p)/Q est une extension galoisienne de degré 42, d’indice
de ramification e, = 7, de degré d’inertie f, = 3, et ayant g, = 2 idéaux premiers
au-dessus de p.
Revenons a I'extension K /F. On remarque que Q((7, v/p)/Q est le corps de décom-
position de X7 —p, qui a pour discriminant —77 - p®, et donc Q((7, y/p)/Q contient
v/—=7. On en déduit que K/F est une extension galoisienne de degré 21. De plus,
elle a pour indice de ramification 7 et pour degré d’inertie 3 pour les places w et
wC, et de plus w et w® sont des puissances 7émes d’idéaux premiers dans Og. Nous
pouvons donc parler des groupes de décomposition D,, et D,e, que nous allons
calculer maintenant.

Les deux groupes de décomposition précédents sont isomorphes au groupe de Ga-

lois Gal(Q,(C7, /p)/Qy). C'est un groupe d’ordre 21 puisque [Q,(¢7) @ Q] = 3

et [Q,(y/p) : Qp] = 7. L'extension Q,(¢7)/Q, étant non ramifiée de degré 3, son

groupe de Galois est isomorphe & Z/3Z. Par conséquent, le groupe Gal(Q,(¢7, v/p)/Qp(¢7))
est d’ordre 7 et donc isomorphe & Z/77Z. On en déduit une suite exacte :

1 = ZJ)TZ — Gal(Qy(Cr, v/p)/Qp) = Z/3Z — 0.

De plus, 3 et 7 étant premiers et dictincts, cette suite exacte est scindée et GG est
un produit semi-direct de Z/7Z par Z/37Z pour un certain morphisme ¢ : Z/3Z —

101



Aut(Z/)7TZ) = (Z/TZ)* = Z/6Z. Considérons o € Gal(Q,((r, ¢/p)/Q,) et T €
Gal(Q,(¢7, v/p)/Qp(¢r)) tels que o3 =1d, 7" =Id, 0((7) = (3 et 7(¥/p) = Crv/p-

On vérifie alors immédiatement que o7o~! = 72, et donc ¢ est le morphisme de

groupes qui envoie 1 € Z/37Z sur 2 € (Z/77)*. Nous avons ainsi calculé le groupe
de Galois :

Gal(Qp(Gr, /p)/Qp) = Z/TZ %, 7/ 3.
On en déduit que :

Gal(K/F) = Dy, = Dye ~ 7,77 x, Z./3Z.

Intéressons-nous maintenant aux représentations de Gal(K/F) = Z/TZ x, Z/3Z
sur F,. Soit V = {f : Z/3Z — F,”}. C’est un F,-espace vectoriel de dimension 3,
muni d’une action de Z/7Z x, Z/3Z définie par :

((a,9)- )(x) =G e+ g),

pour a € Z/7Z, g € Z)3Z, f € V et x € Z/3Z. Si'on considére fy, f1, f2 la base
naturelle de V', 'action de (1,0) est donnée par la matrice :

G 0 0
0 G 0
0 0 G
et 'action de (0,1) par :
010
0 01
1 00

Il est alors évident que V' est une représentation irréductible de Gal(K/F). Cela
permet alors de définir une représentation irréductible p : Gp — GL(V).

Pour résumer, nous avons vu que :

e le corps F' est un corps CM dans lequel le premier p est totalement décomposé.
e la représentation p est continue.

e pour toute place w de I au-dessus de p, la représentation pl|¢,, —est irréductible

et modérément ramifiée.

On définit finalement le groupe unitaire G sur F't associé au F-espace vectoriel
F3 et a la forme hermitienne (21, 29, 23) — 21¢(21) + 20¢(22) + 23¢(23), qui est bien
compact a 'infini.

Nous remarquons alors que nous sommes en mesure d’appliquer le théoréme 8.1.1.
Calculons W'(p). Soit 7 dans le groupe d’inertie Ir, . Alors n|ca, ¢, 75)/0,) fixe
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le corps Q,((r). Il existe donc n € {0,1,2,3,4,5,6} tel que 1|ca, ¢, 7p)/0,) = 7"
On en déduit que :

G000

—2n
pm=1 0 ¢ Ci ,
0 0 G

et donc que pl7, = 7((123),(13,6,3)). D’aprés la proposition 4.4.6, on a :

C(p) ={(13,6,3), (7,3, —10), (26, 12,6), (26,7, —11), (13,4, —17), (29, 13, 2)}
+22(1,1,1)Z.

On déduit alors grace a 4.4.5 que :

W (plar,) = {F(11,5,3), F(5,2, —10), F(24,11,6), F(24,6, —11), F(11,3, —17),
F(27,12,2), F(24,5,—10), F(11,2,—16), F(27,11,3)}.

Par conséquent, en utilisant le théoréme 8.1.1(i), on obtient que :

Woen(p) € {F(11,5,3), F(5,2,—10), F'(24,11,6), F'(24,6, —11), F (11,3, —17),
F(27,12,2), F(24,5,-10), F(11,2, —16), F(27, 11, 3)}.

Parmi les neuf poids précédents, aucun n’est générique, donc :
Wgen(p) = 0.

Dans tout ce qui précéde, nous pouvons remplacer 23 par d’autres nombres pre-
miers impairs p. En fait, les seules propriétés de p que nous avons utilisées sont les
suivantes :

e le premier p vérifie que X? — X + 2 admet deux racines distinctes modulo p, ce
qui équivaut a ce que -7 est un carré modulo p, ou grace a la loi de réciprocité
quadratique, a ce que p est congru a 0, 1, 2 ou 4 modulo 7.

e le premier p n’est pas congru a 1 modulo 7 et vérifie que p*> =1 mod 7, ce qui
revient & dire que p est congru a 2 ou 4 modulo 7.

Nous pouvons donc utiliser exactement les mémes arguments que précédemment

dés que p est congru a 2 ou 4 modulo 7. Par exemple, prenons p = 79. Dans ce

cas, p|r,, = 7((123),(45,22,11)), et donc :

C(p) ={(45,22,11), (23,11, —34), (90, 44, 22), (90, 23, —35), (45, 12, —57), (101, 45, 10)}
+78(1,1,1)Z.

Par conséquent, avec 8.1.1(i)

Woen(p) C {F(43,21,11), F(21, 10, —34), F(88,43,22), F(88,22, —35), F(43, 11, —57),
F(99, 44, 10), F (88,21, —34), F(43, 10, —56), F(99, 43, 11)}.
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On remarque cette fois-ci que les 9 poids précédents sont fortement génériques. On
déduit alors de 8.1.1(ii) que :
Wgen(ﬂ) =0

ou

Woen(p) = {F(43,21,11), F(21,10, —34), F'(88,43,22), F'(88, 22, —35), F (43,11, —57),
F(99,44,10), F(88,21, —34), F(43, 10, —56), F/(99, 43, 11)}.

Voici la représentation graphique de cet ensemble de poids :
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On localise sur ce graphe les poids restreints F'(a,b,c), 'axe de droite correspon-
dant a la différence a — b et 'axe de gauche a la différence b — c. La région blanche
correspond aux poids trés génériques, la région gris clair aux poids génériques mais
pas trés génériques, et la région gris foncé aux poids non génériques. Les trois poids
dans l'alcove inférieure sont indiqués par des triangles. Les trois cercles sont les
trois poids de l'alcdve supérieure que 'on obtient & partir des poids de 'alcove
inférieure par symétrie. Les trois carrés sont les trois autres poids de l'alcove su-
périeure. Ce graphique montre le comportement typique des neuf poids lorsque le
théoréeme 8.1.1 s’applique. N’oublions pas que p pourrait aussi étre automorphe
pour des poids non représentés sur le graphe dans la région gris foncé.
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